UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Oskula¢na kruznica krivky vo vrchole
vysSieho radu

(Praca na Studentski vedeckd konferenciu)

Viktoria Bakurova

Bratislava 2010



Abstrakt

Oskula¢né kruznica krivky zostrojena v jej roznych bodoch dava zakladna pred-
stavu o krivkach a niektorych jej vlastnostiach. Cielom tejto prace je opisat, aka je
vzajomna poloha oskulacnej kruznice a krivky mnielen vo vSeobecnom bode
a v obyc¢ajnom vrchole krivky, ale hlavne vo vrchole vyssieho radu.

Praca oboznamuje ¢itatela so zakladnymi pojmami tykajucich sa kriviek a s poj-
mami oskula¢na kruznica, vrchol krivky a vrchol vyssieho radu. Prave dobré zvladnu-
tie tychto pojmov je nevyhnutné k Studiu a pochopeniu hlavnej casti prace zaobera-
jucej sa otazkou, ako sa sprava krivka vzhladom k oskula¢nej kruZnici
vo vrchole rézneho radu. Uvedené su aj priklady kriviek majice vrcholy vyssieho
radu, ktoré v bezne dostupnej literatire zaoberajicej sa krivkami nenajdeme. Praca
poskytuje nielen teoreticky opis a prehlad danej problematiky, ale pomocou vizua-
liza¢ného nastroja, ktory vznikol pre ucely tejto prace, sa snazi ¢itatelovi opisané

pojmy a tvrdenia priblizit a predstavit aj formou obrazkov.

Klacové slova: krivka, prirodzena parametrizacia krivky, oskula¢na kruznica, vrchol

krivky, vrchol vysSieho radu
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Uvod

Krivky a zakladné pojmy s nimi stuvisiace st predmetom Studia ¢asti matematiky
nazvanej diferencialna geometria. VSetky zakladné vlastnosti kriviek od ich definicie
az po krivost krivky st opisané vo volne dostupnej literature, ako aj v uc¢ebnych
textoch zameranych prave na diferencialnu geometriu.

Ako vieme, kazda krivka sa skladd z mnoziny bodov uréitych vlastnosti. V tejto
mnozine bodov najdeme také body krivky, ktoré st nejakym spdsobom iné
od zvysnych. Takéto body sa nazyvaja vrcholy a ich definicia je spojena s krivostou
krivky a jej derivaciami.

Vrchol krivky je tiez zndmym a ¢asto spominanym pojmom v literatire. Av8ak velmi
mélo sa hovori o vrcholoch vyssich radov a eSte menej o krivkich, ktoré takéto
vrcholy maju.

Jednym z cielov tejto prace bolo najst vSeobecny predpis, ktory by umoznil néjst
pre vybrant skupinu kriviek vrchol IubovoIného radu. Tento predpis sa nepoda-
rilo urcit, napriek tomu vS8ak snaha najst ho viedla k najdeniu konkrétnych kri-
viek, ktoré vrcholy vyssich rddov maja. Tejto problematike je venovana podkapitola
2.2 Priklady kriviek s vrcholmi vyssich radov.

Mnohé lokélne vlastnosti kriviek vieme opisat pomocou oskula¢nej kruznice krivky.
Jej zavedenie suvisi s krivostou krivky. To, ako sa oskula¢na kruznica sprava
vo vSeobecnom bode a v oby¢ajnom vrchole krivky je tiez zname. Hlavnym cielom
tejto prace bolo zistit a ukazat, ako sa bude oskula¢néa kruznica spravat vo vrchole
Tubovolného vyssieho radu. Podarilo sa vyslovit a dokazat tvrdenie hovoriace

o tomto vztahu, hovori o tom Veta 2.4.3. Ukazuje sa, ze kvalita vztahu krivky k



jej oskulacnej kruznici vo vrchole vyssieho radu je urcené paritou radu vrchola.

7 dovodu, aby sme neostavali len pri teoretickom opise kriviek a ich vlastnosti, ako
aj oskula¢nej kruznice krivky, k préaci vznikol aj program sliziaci na vizualizdciu
vybranych vlastnosti.

Praca je rozdelendA na tri kapitoly. Prva kapitola wuvadza Ccitatela
do problematiky zavedenim a vysvetlenim pojmov tykajdcich sa kriviek, ktoré sa
dalej pouzivaju v praci.

Hlavnu c¢ast prace tvori druha kapitola. Na jej zaciatku sa zavadza pojem vrchol
krivky, pricom sa rozliSuje medzi oby¢ajnym vrcholom a vrcholom vysSieho radu.
Opisané st najdené priklady kriviek s vrcholmi roznych radov a tieto opisy st do-
plnené aj ilustra¢nymi obrazkami.

V tejto kapitole si vyslovené tvrdenia hovoriace o oskula¢nej kruznici krivky
vo vseobecnom bode a v obycajnom vrchole. V zavere sa hovori o oskula¢nej kruznici
vo vrchole vysSieho radu. Prave tu st vyslovené a dokizané najdoélezitejSie tvrde-
nia prace. Aj tato cast je doplnend o obrazky ilustrujice oskulac¢ni kruznicu krivky
vo vrcholoch r6znych radov.

Tretia kapitola je venované programu, ktory slizi na vizualizaciu vybranych vlast-
nosti kriviek. Obrazky pouzité v tejto kapitole st zobrazenim roznych vystupov

a nastaveni, ktoré program umoziuje.



Kapitola 1

Vybrané vlastnosti rovinnych kriviek

V tavodnej kapitole prace zadefinujeme krivky v rovine pomocou parametrického
vyjadrenia a opiSeme ich zakladné vlastnosti, s ktorymi sa stretneme v dalSej casti
prace a ktoré budeme nejakym spdsobom potrebovat. VSetky pojmy pouZzité v tejto
¢asti prace, rovnako ako aj tvrdenia vyslovené v tejto kapitole, st dostupné v litera-
tire, napr. [GIBO1], [BOZ07, [JEZ09|, [SCH10], [BCP03|, [BEL06], [HK07]. Kedze
ide len o zakladné vlastnosti kriviek, predpokladame, Ze su ¢itatelom znéme, preto

tvrdenia a vety budeme v niektorych pripadoch uvadzat bez dokazov.

1.1 Definicia krivky a jej parametrické vyjadrenie

S pojmom krivka sa stretdvame v matematike aj v inych vednych disciplindch
pomerne ¢asto, napriek tomu neexistuje jednotna a univerzalna definicia opisujtca
tento pojem. Pod krivkou si vicSinou predstavujeme mnozinu bodov s nejakymi

vlastnostami.

V diferencidlnej geometrii a v pocitacovej grafike sa krivky najcastejSie zadavaju

parametricky prostrednictvom bodovej funkcie jednej premenne;j.

Definicia 1.1.1 (Bodova funkcia jednej premennej v rovine a jej derivacia):

Bodovd funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie P : I — E2, kde I C R je



Definicia krivky a jej parametrické vyjadrenie

interval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kazZdému redlnemu cislu z intervalu I pri-
radi bod v rovine. Klasicky zdpis bodovej funkcie jednej premennej je P = P (t),
kde t € I nazgvame parametrom bodu P (t). V sidradniciach vyzerd tento zapis
nasledovne: P(t) = (z(t),y(t)), t € I. V tomto vyjadreni nazjvame vysledné
funkcie x,y : I — R sturadnicami zobrazenia P. Pod deriwdciou bodovej funkcie

P(t)=(x(t),y(t)) v bode ty € I rozumieme vektor P’ (ty) = (' (to), vy (to)) -

Definicia 1.1.2 (Vektorova funkcia jednej premenne;j):
Vektorovd funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie u : I — E?, kde I C R je
winterval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kaZdému redlnemu ¢islu z intervalu I pri-
radi vektor v rovine. Klasickyj zdpis vektorovej funkcie jednej premennej je u = u (t),
kde t € 1. V suradniciach vyzerd tento zdpis nasledovne: u(t) = (z (t),y (1)),
tel. V tomto vyjadreni nazyjvame vysledné funkcie x,y : I — R sdradnicami

zobrazenia u.

Poznamka: Prva, ako aj vSetky vyssie derivacie bodovej funkcie jednej premen-
nej su vektorové funkcie jednej premennej. VSetky derivacie vektorovej funkcie st

vektorové funkcie.

Definicia 1.1.3 (Parametrické vyjadrenie krivky v rovine):
Pod parametrickym vyjadrenim krivky v rovine rozumieme bodovi funkciu jednej
premennej P : I — K2, kde I C R, pricom poZadujeme hladkost a requldrnost tejto
funkcie. Pod hladkostou zobrazenia P (t) = (x(t),y(t)) rozumieme skutocnost, Ze
v kaZdom parametri t maju vysledné komponenty x a y derivdcie vsetkyjch radov.

Reguldrnost zobrazenia znamend, Ze pre lubovolné t € I je P'(t) # 0.

Poznamka: Z doévodu, aby sme poziadavkou regularnosti nevylacili spomedzi
kriviek prili§ velki skupinu nespliajicu tito podmienku, pripastame vyskyt niekol-
kych bodov, pre ktoré podmienka regularnosti nie je splneni. Body krivky
s parametrizaciou P (t), pre ktoré P’ (t) = 0, nazyvame singularne body krivky,

ostatné body st regularne.
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Obr. 1.1: Krivka dana parametricky

Zdroj: [JEZ09)

Na zaklade zavedenia pojmu parametrického vyjadrenia krivky teraz moézeme krivku
chapat takto: krivka je uréena svojou parametrizaciou, t.j. hladkou a regularnou (a7

na vynimku kone¢ného po¢tu bodov) bodovou funkciou jednej premenne;.

Poznamka: Krivku ur¢ent parametrizaciou P (t) zjednoduSene nazyvame

“krivka P (t)".

Krivka svojou parametrizaciou nie je uréend jednoznacne, rozne parametrizicie mozu
urcovat tu istu krivku. Niekedy je dokonca vhodna zmena parametrizacie krivky.

Nasledujtca definicia hovori o tom, ako parametrizaciu zmenit:

Definicia 1.1.4 (Zmena parametrizacie krivky):
Nech je dand krivka P (t), t € 1. Nech J je nejaky interval a na nej nech je defi-
nované zobrazenie ¢ : J — R také, Ze t = p(u). Od zobrazenia ¢ poZadujeme
hladkost, requldrnost a surjektivnost, pricom pod surjektivnostou tohto zobrazenia
rozumieme to, Ze interval J sa zobrazuje na interval I. Novd parametrizdcia Q) (u)
krivky P (t) bude také parametrické vyjadrenie tejto krivky, pre ktoré bude platit:

Q (u) = P(p(u)), u € J. Zmenu parametrizdicie krivky nazgvame reparametrizdcia.

Poznamka: Kazda krivka méa nekonecne vela parametrizacii.



Dotycnica a norméla rovinnej krivky

1.2 Dotyc¢nica a normala rovinnej krivky

Majme dant krivku prirodzenou parametrizaciou P (), t € 1.

Definicia 1.2.1 (Dotykovy a norméalovy vektor krivky):
Dotykovy vektor krivky T (t) v parametri to je definovany ako wvektor
T (to) = P’ (to) = (2’ (to) , ¥ (t0))-

Normdlovy vektor krivky v parametri ty je definovany ako vektor, ktory dostaneme
otocenim dotykového vektora v rovnakom parametri o +90°. Normdlovy vektor krivky

sa oznacuje N (t) a vyzerd nasledovne: N (to) = (—y' (to), 2’ (to)).

Definicia 1.2.2 (Doty¢nica a norméla krivky):
Nech je dané cislo ty € 1.

Dotyénica krivky v reguldrnom bode P (to) je priamka urcend bodom P (to)
a dotykovym wvektorom T (to) = (2 (to),y (to)). Dotycnica rovinnej krivky je teda
vyjadrend rovnicou (x (t) — x (to)) y' (to) — (y (t) —y (to)) 2’ (to) = 0.

Normdla krivky v requldrnom bode P (ty) je priamka urcend bodom P (to) a nor-
mdalovym vektorom N (to) = (= (to), 2’ (to)). Dotycnica rovinnej krivky je teda
vyjadrend rovnicou (x (t) — x (to)) 2’ (to) + (y (t) — vy (t0)) ¥’ (to) = 0.

Poznédmka: Doty¢nica aj normaéla krivky st definované len v regularnych bodoch
krivky. Tento predpoklad zabezpeci, ze dotykovy a normélovy vektor st nenulové.

V singularnom bode sa doty¢nica a normala nedefinuju.

V dalsom texte sa ¢asto budeme stretavat s pojmom jednotkovy vektor doty¢nice
a normaly, ktoré vieme dostat prave ortomormalizaciou dotykového a normalového
vektora krivky. Nasledujtuca veta hovori o tom, ako tieto vektory vyjadrit pomocou

paramtrizacie krivky a jej derivacii.

Veta 1.2.1 (Jednotkovy vektor doty¢nice a normaly):
Na dotycénici a normdle krivky v jej nmeinflexnom bode lezia jednotkové wvektory

t a n, ktoré vznikaji ortonormalizdciou vektorov P a P":
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P/ (P/P/)P// _ (P/P//)P/
1P|’ n= \(P'P)P" — (P'P")P| = sgndet (P, P") (Lt)

Nazijvaji sa jednotkovy vektor dotycénice a normdly.

Doékaz. Vztah pre jednotkovy norméalovy vektor dostdvame priamou ortonormaliza-

ciou vektora T' = P’. Vztah pre jednotkovy normalovy vektor dostaneme priamym

(P/P/)P//_(P/P//)Pl
|(P/P/)PI/_(P/PN)P/

1t =(-b,a). O

vypodtom B pri¢om si treba uvedomit, ze ak vektor t = (a,b), tak

Obr. 1.2: Jednotkovy dotykovy a normalovy vektor krivky

Definicia 1.2.3 (Inflexny bod krivky):
Bod P (t) rovinnej krivky nazgvame inflexngm bodom krivky, ok vektory P’ (t) a
P" (t) su linedrne zdvislé. Ak si tieto vektory linedrne nezdvislé, hovorime o nein-

flexnom bode krivky.

1.3 Prirodzena parametrizicia rovinnej krivky

Jedna z vlastnosti krivky danej parametricky je jej dizka na podintervale jej defi-
ni¢ného oboru. Pomocou nej vieme krivku definovat prirodzenou parametrizaciou.
Takato parametrizacia ma z hladiska geometrie kriviek viacero zaujimavych vlast-

nosti.
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Definicia 1.3.1:
Nech P : I = {a,b) — R? je krivka dand parametricky. Potom pre lubovolny para-

meter t taky, Ze a < t <b je definovand dlzka oblika z a do t nasledovnou funkciou:

S(t) = / P (1),

kde |P'(u)| = \/(:17’ (W) + (v (v))? je dizka vektora P’ (u).

Poznamka: Funkcia s (t) uréuje vlastne vzdialenost bodov P (a) a P (t) pozdlz
krivky. Ak zderivujeme tuto funkciu podla parametra t, dostaneme nasledovny
vztah: s'(t) = |P’(t)|. Derivicia tejto funkcie hovori o tom, ako sa meni dlzka

obluka vzhladom na parameter ¢.

Definicia 1.3.2:
Nech P : I = (a,b) — R? je krivka dand parametrickiym vyjadrenim. Nech
D = {a=ty<t; <...<tp=>} je nejaké delenie intervalu {(a,b) . Potom apro-

zimdcia dizky krivky P pri deleni D je uréend nasledovngm vztahom:

k

[(P,D) =) |P(t;) — P (t;i1)]

i=1
Aprozimdcia dizky krivky P pri deleni D je teda rovnd dizke vpisaného polygonu
s vrcholmi P (to), ..., P (tg).

Poznamka: Pomocou predchadzajucej definicie sa definuje dizka krivky ako supré-
mum vietkych moznych aproximacii dlzok krivky P pri réznych deleniach D, t.j.
[ (P) =sup{l(P,D) : D je delenie (a,b)}.
7 tejto skutocnosti vyplyva nasledujica veta:

Veta 1.3.1 (Dlzka krivky):
Nech mdme dani krivku parametrizaciou P (t), t € (a,b) . Potom pre dizku krivky

[ (P) plati:

b
[(P) :/ |P'(t)|dt
8
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Obr. 1.3: Aproximacia dlzky krivky ako dlzka vpisaného polygénu pri naznacenom
deleni intervalu

Zdroj: [SCH10]

Krivku v rovine moézeme mat vyjadrent aj funkciou y = f (x), € (a,b) . Krivka
vyjadrena takouto rovnicou ma parametrické vyjadrenie P (t) = (¢, f (t)). Dotykovy
vektor takejto krivky ma tvar P’ (t) = (1, f' (t)). Zo vztahu pre vypocet dlzky krivky

vieme pocitat dizku grafu tejto funkcie nasledovne:

l:/ba\/1+(f’(a:))2dx

Po zavedeni pojmu dlzka krivky vieme definovat prirodzent parametrizaciu krivky:

Definicia 1.3.3 (Prirodzena parametrizacia krivky):
Nech je dand krivka parametrizaciou P (t). Tdto parametrizdcia sa nazjva prirodzend
parametrizicia alebo parametrizicia oblikom, ak pre kaZdy podinterval {(a,b) C I
sa dizka krivky ziZenej na interval {a,b) rovnd diZke zodpovedajiceho podintervalu

definicného oboru, t.j5. plati:

l(Plap)) = b—a pre kazdé (a,b) C I
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Veta 1.3.2:
Krivka je dand prirodzenou parametriziciou prdave vtedy, ak pre lubovolné t € (a,b)

plati, Ze |P'(t)| = 1.
Dokaz. Predchadzajica veta vyplyva priamo z definicie dlzky krivky. O

7 kazdej regularnej parametrizicie krivky moéZzeme vhodnou substitiiciou dostat
prirodzent parametrizdciu krivky. Kazd4 krivka méa nekonec¢ne vela prirodzenych
parametrizacii. Ak P je regularna krivka dan& parametricky a dl7ka obluka krivky
z a do t je dané ako s (t) = fat |P'(u)|du, tak funkcia s () je rastuca, pretoze pre jej
derivaciu plati: &' (t) = |P'(t)]| a teda s’ (t) > 0 pre kazdé ¢ € (a,b) . K funkcii s ()

existuje inverzna funkcia, ozna¢me ju ¢t = ¢ (s).

Nech teraz @ (s) je nova parametrizacia, ktora vznikla z péovodnej parametrizacie
nasledovne: @ (s) = P (t(s)). Pre jej derivéciu plati:

P(t(s)  P(t(s))

s'(t(s))  |P'(t(s))]

To ale znamena, ze velkost vektora Q' (s) = 1 a teda parametrizacia @ (s) je

Q' (s) = Q' (t(s))t' (s) =

prirodzenou parametrizaciou krivky.

Poznamka: Aby sme vedeli vizualne odliSit prirodzeni parametrizaciu od regu-

larnej parametrizacie, parameter prirodzenej parametrizacie sa oznacuje s.

Prirodzen4a parametrizacia rovinnej krivky méa viacero zaujimavych vlastnosti. O

niektorych z nich hovori nasledujtca veta:

Veta 1.3.3:

Zikladné vlastnosti prirodzenej parametrizdacie su:

1 |P'(s)] =1
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Krivost krivky a Frenetove vzorce

2. P"(s) L P'(s)

9. t(s) —P'(s), n(s) = %

Doékaz. 1. Prva vlastnost prirodzenej parametrizacie krivky vyplyva priamo z defini-
cie prirodzenej parametrizacie krivky a z definicie dizky krivky.

2. V dokaze druhej vlastnosti vychadzame z toho, ze |P’(s)| = 1. Plati teda, ze
P’ (s) P’ (s) = 1. Po zderivovani tejto rovnosti dostéavame, ze 2P’ (s) P” (s) = 0 pre
Tubovolné s, a teda P (s) L P'(s).

3. Vieme, ze jednotkovy dotykovy vektor krivky je definovany vztahom t = %,
a kedZe v prirodzenej paramtrizacii je |P’ (s)| = 1, tak t (s) =P’ (s). Podobne pre

(P/PI)P//_(PIP//)PI
‘(PIP/)P//_(P/P//)PI

jednotkovy normaéalovy vektor krivky plati: n = E V prirodzenej
parametrizacii sa vektory P’ (s) a P” (s) na seba kolmé, teda ich skalarny saéin je
rovny nule. Taktiez plati, ze P’ (s) P’ (s) = 1. Aplikovanim tychto vztahov na uve-
deny vzorec dostaneme, ze v prirodzenej parametrizacii je jednotkovy normaélovy

vektor dany ako n (s) = %. O

Poznamka: V prirodzenej parametrizacii je bod P (s) inflexny préave vtedy, ak
P" (s) = 0. Tento fakt vyplyva z prvej a druhej vlastnosti prirodzenej parametrizacie

uvedenej v predchadzajicej vete.

1.4 Krivost krivky a Frenetove vzorce

Jednou zo zékladnych vlastnosti kriviek je krivost, ktora opisuje, ako krivka meni
svoj smer. Pomocou krivosti vieme od seba lahko rozlisit napriklad priamku

a kruznicu.

Definicia 1.4.1 (Krivost krivky danej prirodzenou parametrizaciou):
Krivost rovinnej krivky k(s) v bode krivky P(s) danou prirodzenou parametrizdciou
je definovand ako ¢islo k(s) = |t/ (s)| = |P" (s)|, kde t (s) je jednotkovy dotykovy
vektor danej krivky.
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Krivost krivky a Frenetove vzorce

Veta 1.4.1:
Nech f,g : (a,b) — E? su diferencovatelné vektorové funkcie, pre ktoré plati:
f(t)g(t) = const pre kazdé t € (a,b), potom f' (t)g(t) = —f(t)g (). Z toho
vyplyva nasledugice turdenie: |f (t) | = const <= f (t) f' (t) = 0 pre kazdé t € (a,b).

Dokaz. Kedze f(t)g(t) = const pre kazdé t € (a,b), potom pre derivaciu tohto

si¢inu plati: (f(t)g@®) = fBgkt) + ft)gd(#) = 0. Z toho teda
ffW)g(t) = —f(t)g (t). Druhé tvrdenie vety je priamou aplikaciou prvého tvr-
denia. =

Pouzitim tejto lemy a definicie krivosti vieme skonstruovat Frenetove vzorce regu-

larnych kriviek danych parametricky.

Veta 1.4.2 (Frenetove vzorce):

Pre rovinni krivku danid prirodzenou parametrizdaciou plati:

Doékaz. Nech P je krivka dana prirodzenou parametrizaciou P (s). Potom pre jej
derivaciu plati, ze P’ (s) =t (s) je jednotkovy dotykovy vektor danej krivky. Pretoze
t (s) ma konstantnt dizku, vektor t’ (s) je naitho kolmy. Ked7e t' (s) # 0, jednotkovy

normalovy vektor n (s) je vyjadreny vztahom n(s) = |:;EZ§| = %. Pre krivost

danej krivky plati, ze k (s) = |t' (s) | = | P” (s) |, dostavame vztah t' (s) = k (s) n (s).
Z lemy vieme, ze n(t)n’(t)=0an' (t)t(t) = —n(t)t' (t) = —k(s). Z tychto

rovnosti vyplyva, ze n’ (s) = —k (s) t (s). O

Definicia 1.4.2 (Krivost krivky danej parametricky):
Krivost rovinnej krivky k(t) v bode krivky P(t) je definovand ako c¢islo

_ [det (P'(2), P"(1)) |

K0 KOk

V sturadniciach vyzerd tento vztah takto:
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Styk krivky a kruznice

Poznamka: Ak je krivka zadana ako graf funkcie y = f (x) s parametrizaciou
L7 @)l

§ -
(14 #)%)2
Tento vztah dostavame priamym dosadenim do vztahu pre vypocet krivosti krivky

P (t) = (t, f (t)), tak na vypocet jej krivosti sa pouziva vztah k(t) =

danej parametricky.

Poznamka: Krivost krivky nadobtuda v kazdom parametri len nezaporné hod-
noty. Krivost je rovna nule prave vtedy, ak det (P’ (¢), P"(t)) = 0, to ale znamena,
ze vektory P’'(t) a P"(t) su linearne zavislé. Této situcia nastava len v pripade, ze
P(t) je inflexnym bodom krivky, preto krivost krivky je nulova prave v inflexnom

bode krivky.

1.5 Styk krivky a kruznice

V tejto podkapitole si povieme nieco o tom, ako sa vzajomne chovaju krivka dana
parametricky a kruznica, ktorda ma s touto krivkou spolo¢ny bod. Tieto poznatky
nam umoznia v dalSej podkapitole opis oskula¢nej kruznice, ktora je dolezitou

stic¢astou tejto prace.

Nech P : I — E? je krivka dana parametricky a nech P (ty), to € I je jej regularny
bod. Majme dana kruznicu k£ so stredom v bode S a s polomerom r vyjadrent
rovnicou | P (t) — S|* = r2. Nech tato kruznica prechadza bodom P (t,), to znamena,

ze |P (t) — S|> = r2. Definujme funkciu styku krivky P a kruznice k:

Definicia 1.5.1:
Funkcia styku kruznice k a krivky P v spoloénom bode P (to) je hladkd funkcia
takd, e v : I — R a plati: v (t) = [P (t) — S|* — | P (t) — S|*.

Poznamka: Je zrejmé, Ze funkcia styku kruznice a krivky je nulova, ak P (t) lezi
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Styk krivky a kruznice

na kruznici. Ak bod P (t) lezi zvonka kruZnice, tak je funkcia styku kladna a ak lezi

vo vnutri kruznice, tak je funkcia styku zaporna.
Poznamka: Parameter ¢ je zrejme bodom, v ktorom je funkcia styku nulova.

Definicia 1.5.2 (Styk radu k):
Hovorime, Ze kruznica k md s krivkou P styk rddu k v bode P (ty), ak platia nasle-

dovné podmienky:

v (to) = 0,79 (to) = 0,...,7® (t,) =0

Hovorime, Ze kruznica k je dotykovou kruznicou krivky P v bode P (to), ak md

s krivkou styk rddu najmenej 1, t.j5. v (to) = 0,7 (to) =0 .

Veta 1.5.1:
Kruznica k je dotykovou kruznicou krivky P v reguldrnom bode P (to) prdve vtedy,
ak jej stred S lezi na normdle krivky P v bode P (to). Kruznica, ktord ku krivke

v bode P (ty) nie je dotykovd, pretina krivku v tomto bode.

Doékaz. 7 predchadzajucej definicie vieme, Ze kruznica k je dotykova ku krivke
v bode P (tg), ak 7' (tp) = 0, pricom = (t) je funkcia styku kruznice a krivky. Jej

predpis vyzera nasledovne:
y(t) =P (t) = SI* = |P(to) — SI°

Derivovanim tejto funkcie dostaneme: ~'(t) = 2(P(t)—S5) P (t). Pretoze
v (to) = 0 = 2(P(ty) —S) P’ (to), tak (P (to) —S) P (ty) = 0. To znamena, ze
vektory (P (t9) — S) a P’ (to) st na seba kolmé, z ¢oho je zrejmé, ze stred S lezi
na normale krivky v bode P (t).

Ak kruznica k nie je dotykova ku krivke P, tak maju styk radu 1 a to znamena,

ze kruznica a krivka sa v bode P (1) pretinaju. O

Veta 1.5.2:
V' neinflexnom bode P (to) krivky P (t) ezistuje prdve jedna kruznica, ktord md
s krivkou v tomto bode styk rdadu najmenej 2 a jej polomer je m, kde k (to) je

krivost krivky v to.
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Oskulacna kruznica rovinnej krivky

Dokaz. Podmienkou styku radu 2 kruznice a krivky v bode P (to) je, ze pre funkciu
styku plati: v (to) = 0,7 (to) = 0,7” (to) = 0. Kruznica je v tomto pripade dotykova
ku krivke v bode P (ty) a teda podla predchadzajiicej vety jej stred lezi na normale
danej krivky v P (o). Vektor P (ty) — S je rovnobezny s jednotkovym normélovym
vektorom n (¢y), preto sa bod S da vyjadrit ako S = P (ty) + an (), a € R.

Pocitajme prva a druhi derivaciu funkcie styku:

v (t) = |P () = SI* = |P(to) — SI*
V() =2(P(t) = S5) P'(t)
V() = 2((P(t) = ) P"(t) + (P’ (t))°)
Do druhej derivécie v t, dosadime vyjadrenie bodu § a dostavame:
7" (to) = 2 ((P (to) = S) P" (to) + (P' (to))") =
(P (to) — P (to) — am (f)) P" (to) + (P’ (o))" =
Kede n (tg) P" (to) = k (fo), tak pre a plati:
(P (t)” 1

o = —=
n (to) P (to) k (to)
Ak je bod P (ty) inflexny, tak n (to) P” (tp) = 0 a teda neexistuje rieSenie pre a.

V tomto pripade neexistuje kruznica, ktora ma s danou krivkou styk radu najmenej 2.

]

1.6 Oskula¢ni kruznica rovinnej krivky

Majme dant rovinni krivku parametrizaciou P (t) = (z (t),y (t)), t € 1. Nech je tato
krivka regularna. Pomocou pojmu krivosti krivky vieme v neinflexnom bode krivky
definovat d'alsie pojmy suvisiace s krivostou a nasledne aj oskula¢ni kruznicu krivky

v takomto bode.

Definicia 1.6.1:
Nech P(t) je neinflexny bod krivky a k(t) prislusnd krivost. V tomto bode krivky

definujeme dalSie pojmy suvisiace s krivostou krivky. Cislo
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Oskulacna kruznica rovinnej krivky

1 1
=5 TP )

nazyvame polomer krivosti a bod

stred krivosti.

Definicia 1.6.2 (Oskula¢né kruznica rovinnej krivky):
Oskulacénou kruznicou krivky v requldrnom bode P (t) nazgvame kruznicu so stredom
v bode S(t) a s polomerom v (t), kde S (t) je stred krivosti a r (t) je polomer krivosti
v bode P (1) .

Obr. 1.4: Oskula¢né kruznica krivky

Zdroj: Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Osculating circle.svg

Poznamka: Oskula¢na kruznica dava zakladnua predstavu o tvare rovinnej krivky

v blizkosti bodu, v ktorom je zostrojené.

Poznamka: Z vyjadrenia stredu oskulacnej kruznice vyplyva, Ze tento bod lezi

na normale krivky v danom bode.
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Oskulacna kruznica rovinnej krivky

(S
b ~/

Obr. 1.5: Oskula¢na kruznica krivky v jej roznych bodoch

Veta 1.6.1 (JOSC]):
Oskulacénd kruznica krivky P (t) v bode Py = P (ty) = (x (to) ,y (o)) je limitou poloh
kruznic prechddzajucich bodom By a dvoma roznymi bodmi
P = P(t1) = (x(t1),y(t1)) a Po = P(ty) = (x(t2),y(t2)) , ktoré sa “blizia”

k bodu Py, t.j. parametre t1 a ty idu v limite k ty a plati, Ze t; < to < ts.

Dokaz. Majme parametricky dant krivku a na nej tri body: Fy, P, a P, také, ze
t1 <ty < te. Nech k je kruznica vyjadrena rovnicou

k:(x—a)’+ (y—b)*—1r2=0,
potom stred tejto kruznice ma siradnice (a, b) a jej polomer je r. Nech tato kruznica

prechadza bodmi F,, P, a P,. Plati teda:

Definujme funkciu g (t) = (z(t) —a)’ + (y(t) —b)* — 2 Je zrejmé, 7ze plati:
g (to) =g (tl) =g (tg) = 0, pI’i(VEOHl 11 <ty < to.
Podla Rolleho vety existuju také body P; = P(t;) = (z(t3),y(t3))
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Oskulacna kruznica rovinnej krivky

a Py = P(ty) = (v(ts),y(ts)), ze t1 < t3 < top aty < ty < ty a pre deriviciu
funkcie g plati: ¢’ (t3) = ¢’ (t4) = 0.

Z toho dostavame:

g () =2((x(t) —a)2" () + (y (t) =)y (1))

’ (ts) — b) o' (t3
(ta) = b)y (L4

Ak na funkciu ¢ (t) opét pouzijeme Rolleho vetu, dostaneme exitenciu bodu

))—0 11 <t3 <ty

))—0 to <ty <to

P; = P (t5) = (z(t5),y (t5)) takého, ze t3 < t5 < t4 a pre druhu derivaciu funkcie g
plati: ¢" (t5) =0

Z toho dostavame:

() =2 (((@ () + (x (1) —a) 2" (1) (v (1) + (y (1) = b) y" (1))
9" (ts) = 2 (& (t5))" + (2 (ts) — @) 2" (t5)) + (' (85))" + (y (ts) = b)y" (¢5))) = O,

tyg <ty < iy

Q

Prejdic k limite pre t; a ty idtice k ¢ty dostavame, Ze aj t3, t4 a t5 ida v limite k ;.

Z tychto skutocnosti dostavame tri rovnice s tromi neznamymi:

(z(to) —a)* + (y (t)) —b)*> —r? =0
(z (to) —a) 2’ (to) + (y (to) = b)Y (to) =0
(7' (t0))? + (z (o) — a) 2" (o) + (¥ (to))* + (y (to) — b) ¥" (o) = 0

+
+

RieSenim tejto ststavy rovnic dostavame stradnice stredu kruznice a jej polomeru:

ity - O+ G @I () 1 ()i ()
’ (to) y" (to) — 2" (to) ¥/ (to) " k(o) \/(x' (t))? + (¢ (to))?
((a/ (t0))* + (v fo))2) ' (ty) 1 z (to) 7' (to)
P T = )~ R )
. (2’ ()" + (v (1)) 1
' (to) y" (to) — 2" (L) y' (to) | K (to)
kde
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Oskulacna kruznica rovinnej krivky

je krivost krivky a

W)y () = W)Y ) )
< (to) - ! (to) y// (to) — (to) y/ (to) =58 det (P (to) 7P (t0>) .

V&imnime si, zZe vektor

z (to) y' (to) z (to) 2’ (to)

Y

V@ (00 + (7 (1)) /(@ (1) + (¢ (10))?

je jednotkovy normalovy vektor danej krivky, preto S = P (to) + mn (to) -

Limitna kruznica je teda oskulacné kruznica krivky a je najtesnejsie prilozena kruznica

k rovinnej krivke v bode Fj. [

/I

N wed

NI

Obr. 1.6: Oskula¢na kruznica krivky P v bode F, ako limita bodov bliziciach sa k
bodu F,

Poznamka: Nech krivka je graf funkcie y = f(z) a teda jej parametrizacia je
P(t)=(t, f(t)), tak stred S = (a,b) oskula¢nej kruznice v bode Py = P (to) bude

mat stradnice

1+ (f (to)” 1+ (f ()
f" (to) [ (to)

a jej polomer sa rovné prevratenej hodnote krivosti v bode P, t.j.

= to+ f'(to) ab= f(to) +
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Oskulacna kruznica rovinnej krivky

w

|

1 (14 (f (t))

r = =

k (to) |f" (to)]

Oskula¢né kruznica krivky je v bode krivky spomedzi vSetkych kruznic prechédza-

jucich danym bodom najtesnejsie prilozené kruznica ku krivke. Prevratena hodnota

polomeru oskula¢nej kruznice urcuje krivost krivky v danom bode.
Zékladnymi vlastnostami oskula¢nej kruznice st:
e Kruznica prechadza bodom P (t)

e KruZnica a krivka majia v bode P (t) spoloéni doty¢nicu a teda aj spolo¢ni

normalu
e Krivka a oskula¢na kruznica maju styk radu 2 alebo vyssi

Vsetky tieto vlastnosti oskula¢nej kruznice sa daju velmi Tahko ukazat pomocou

poznatkov, ktoré st uvedené v tejto a v predchadzajucich kapitolach.

Poznamka: Oskula¢na kruznica a krivka maji v spolo¢nom bode rovnaki krivost

rovnu %, kde r je polomer kruznice.
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Kapitola 2

Vztah rovinnej krivky k oskulac¢ne;]

kruznici vo vrchole vyssSieho radu

V tejto kapitole prace zadefinujeme pojem vrchol krivky, uvedieme si priklady kri-
viek a ich vrcholov. V prevaznej Casti kapitoly sa budeme zaoberat vztahom rovin-
nej krivky k oskula¢nej kruznici vo vrcholoch krivky aj v jej vSeobecnych bodoch.
Vyslovené tvrdenia o ich vzajomnej polohe budeme vizualizovat pomocou programu

vytvoreného k tejto praci.

2.1 Vrcholy rovinnych kriviek

KedZe hlavnou témou tejto préce je opisat vztah rovinnej krivky k oskulacnej
kruznici vo vrcholoch krivky, potrebujeme vediet, ¢o vrchol rovinnej krivky pred-
stavuje. Oskula¢nu kruznicu rovinnej krivky sme definovali v kapitole 1. Na zaciatku
tejto kapitole price zadefinujeme pojem vrchol rovinnej krivky a odliSime od seba

obycajné vrcholy krivky od vrcholov vyssich radov.

Definicia 2.1.1 (Vrchol krivky |[GIB01]):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a nech k (t) je jej krivost. Vrcholom krivky
nazgvame taky bod P (to), to € I, v ktorom md krivost krivky staciondrny bod, teda

k' (to) = 0. Vo vSeobecnosti je teda vrcholom krivky taky bod, v ktorom md krivost
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Priklady kriviek s vrcholmi vysSich radov

lokdlny extrém.

Poznamka: Pre krivky, ktoré maju konstantnd krivost, je kazdy ich bod vr-

cholom. Prikladom takychto kriviek st priamky, tisecky, kruznice a kruznicové obliky.

V predchadzajicej definicii sa ni¢ nehovori o hodnote druhej a vyssich derivacii
krivosti v ty. Prave tie umoznia odlisit od seba oby¢ajné vrcholy krivky od vrcholov

vyssich radov.

Definicia 2.1.2 (Oby¢ajny vrchol krivky [BOZ08|):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a bod P (ty), to € I je jej vrchol. Vr-
chol P (ty) sa nazgva obycajny vrchol rovinnej krivky, ak pre krivost krivky plati:
k' (to) =0 a K" (to) # 0. Obycajny vrchol krivky budeme nazyjvat vrcholom prvého

radu.

Definicia 2.1.3 (Vrchol vyssieho radu |GIBO1]):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a nech P (to), to € I je jej vrchol taky,
Ze k' (to) = 0,..., kW™ (tg) = 0, k > 2. Potom vrchol P (ty) nazjvame vrchol k-teho
rddu krivky P (t).

Poznamka: Z predchédzajicej definicie vyplyva, Ze vrchol k-teho moézeme po-
vazovat aj za vrchol (k — 1)-ého radu. Budeme vSak predpokladat, ze ak o nejakom
vrchole povieme, Ze je k-teho radu, tak k*+1) (to) # 0 a teda uz nemdoze byt vyssieho

rédu.

Poznamka: Body krivky, ktoré nie si vrcholmi, nazyvame vSeobecné body krivky.

Y v »

2.2 Priklady kriviek s vrcholmi vysSich radov

V literatire zaoberajicej sa rovinnymi krivkami a ich vrcholmi mézeme najst vela
prikladov kriviek, ktoré maji obycajné vrcholy, teda vrcholy 1. radu. Velmi ¢asto
uvadzanym prikladom takejto krivky je napriklad elipsa so 4 vrcholmi, 2 z nich sa

hlavné a 2 vedlajsie. [BOZ0S]
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Priklady kriviek s vrcholmi vysSich radov

Velmi malo sa vSak v literature hovori o vrcholoch vyssich radov a ich prikladoch.
Snahou vramci tvorby tejto prace preto bolo najst vSeobecny predpis, pomocou
ktorého by sa dali najst vrcholy TubovoIného radu uréitej skupiny kriviek. Vybranou

skupinou kriviek s grafy polynomickych funkcii danych predpisom
y=f(z)=a ™+ +a1x+ag, kden € Naag,...,a, €R,

a ked'ze vrcholy vysSieho radu tzko sivisia s derivaciami krivosti krivky, bola snaha

najst vSeobecny predpis pre n-tt derivaciu krivosti krivky.

Pre krivost grafu funkcie y = f (x) plati:

Eisl
(1+ f007)

KedZe uvazujeme len o neiflexnych bodoch krivky vyjadrenej grafom funkcie

k::

N

y = f (), tak krivost v takychto bodoch je rozna od 0 a teda aj f # 0. Oznaéme
o funkciu vyjadrujucu znamienko druhej derivacie funkcie f, teda o = sgn f). De-
rivovanim vztahu na vypocet krivosti sa 'ahko dostant predpisy na vypocet prvej a

druhej derivécie krivosti:

k(l)20< £G) . F F2? )
1+ 7077 1+ 500)

|t

5 5 7
2 2 2

(4) (2)° (1) £(2) £3) 1)? £(2)°
k<2>:a< f ;-3 / _o T +15—f f >
A N O N A B CE D
Rovnakym sposobom sa daji odvodit aj vysSie derivacie krivosti. Vramci tejto prace
sa podarilo vyjadrit az Stvrta derivaciu krivosti grafu funkcie y = f(z), a aj ked
nejde o derivaciu vysokého stupiia, uz aj tento vztah je velmi komplikovany a ob-

sahuje prili§ vela roznych s¢itancov. Plati:

3 5 5
2 2 2

O _ ( #65) L, F2) £G) L F@ £
(1 + f(1)2) (1 + f(l)z) (1 + f(l)z)
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Priklady kriviek s vrcholmi vysSich radov

(1) £(2) £(4) 1) £(2)* (1)? £(2) £(3) (1)? £(2)° £(3)
—12—fff25+45ff27+45f f{7+45f / 57
(1 +f3(1> )42 (14 fm%)2 (14 f07)2 (1+ f07)2
O §@) )
—105—m—
(1+ f0%)2
L) _ g f(ﬁ) . f(2)f(4) L f(3)2 s f(l)f(2)f(5)
3 5 5 5
(L 05 (L4700 (1 f00)E (14 f0)
2 2 5
Y f(2) f(4) . f(2)f(3) a0 f(l)f(3)f(4) e f(2)
5 5 5 T
L L (S L R (Ll LI (S0 Lok
f(1)2f(3)2 f(l)Qf(2)f(4) f(l)Qf(2)2f(4) f(l)f(2)2f(3)
+45——— + 45— — + 105——— + 105———
A R O A R e R N O T A
(1)? £(2) £(3)? (1) £(2)° £(3) (1) £(2)% £(3) (1)? £(2)°
+135—f / 1{ ; +315—f / 1J:;—315—f / 152 — 630 / f12g
00 K (R KR UV IO LR (RS
o F? @) f(?: i FO* p@) “>
(14 f07)? (14 f07) 7

Zial’, pomocou tychto vypoctov sa nepodarilo najst vSeobecny predpis na vypocet
n-tej derivacie krivosti, kedZe sa to ukazala byt naro¢né a dlhé cesta a tato uloha
nebola hlavnou sucastou tejto prace. Tieto vypocty vSak pomohli najst priklady

kriviek, ktoré maju vrcholy vyssich radov.

Veta 2.2.1 (Priklady kriviek s vrcholmi prvého radu):
Nech  mdme krivku wvyjadrenid grafom  polynomickej funkcie s predpisom
y = f(x) = apx™ 4+ -+ + a1z + ag, kde n € N a ag,...,a, € R. Potom krivky
f@)y=2>+22+ay, f(x) =2"+2*°+ap a f(x) =2"+ 2%+ 2* + 22 + ap maju

v bode x = 0 vrcholy prvého rddu.

Dokaz. Nech f(z) = 2% + 2% + ag. Derivovanim tejto funkcie dostaneme:
fO (2) = 52* + 22, fP) (2) = 202% + 2, f® (2) = 6022, f@ (x) = 1202. Pre x = 0
teda mame: f (0) = 0, f(0) =2, f(0) =0, f® (0) = 0. Dosadenim tychto
rovnosti do vztahov pre vypocet krivosti a jej derivacii dostavame: k (0) = 2 # 0,
kW (0) =0 a k® (0) = —24 # 0. Podl'a definicie vrcholu prvého radu ma teda tato
krivka v bode = = 0 oby¢ajny vrchol.
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Priklady kriviek s vrcholmi vysSich radov

Uplne analogicky sa ukaze, ze aj f (v) = 27+ 2% 4+ap a f (z) = 27 + 25 +2* + 2% +ap

maji v bode z = 0 vrchol prvého radu. O]

Obr. 2.1: Krivka dana predpisom f (x) = 2° + 22 + 1 majtca v bode x = 0 vrchol
prvého radu

Veta 2.2.2 (Priklady kriviek s vrcholmi druhého radu):
Nech  mdme krivku wvyjadrenid  grafom polynomickej funkcie s predpisom
y = f(x) = apx™ + -+ + a1z + ag, kde n € N a ag,...,a, € R. Potom krivky
f(@) =25+ 2°+ 2" + 2% + ap, a f(z) = 2° + a®z* + az® + ag, kde a € R, maju

v bode x = 0 vrchol druhého rddu.

Doékaz. Nech f(z) = 2%+ 2° + 2% + 2° + ap. Derivovanim tejto funkcie dostaneme:
fO(z) = 62° + 52t + 42® + 22, fP(z) = 302 + 202° + 1222 + 2,
O () = 1202346022 4+ 24z, f@ (x) = 36022 +1202+24, O (z) = 7202 +120. Pre
r = 0 teda mame: f)(0) =0, f@(0) =2, f3(0)=0, fY(0)=24a fO = 120.
Dosadenim tychto rovnosti do vztahov pre vypocet krivosti a jej derivacii dostavame:
k() =2%#0, kW (0)=0,% % (0)=24—-323=24—-24=0ak® (0) =120 # 0.

Podla definicie vrcholu vysSieho radu ma teda tato krivka v bode x = 0 vrchol
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Priklady kriviek s vrcholmi vysSich radov

druhého radu.
Uplne analogicky sa ukaze, Ze aj f () = 2° + a®2* + az® + ag, kde a € R, méa v bode

z = 0 vrchol druhého radu. O

Obr. 2.2: Krivka dan4 predpisom f (z) = 2% + 2° + z* + 22 majica v bode z = 0
vrchol druhého radu

Veta 2.2.3 (Priklady kriviek s vrcholmi tretieho radu):
Nech  mdme krivku wvyjadrenid  grafom  polynomickej funkcie s predpisom
y = f(z) = apa™+ -+ a1x + ag, kde n € N a ag,...,a, € R. Potom krivky
f(z) =a"+z* +2%+ao, f(2) =28+ a®z* +ax?+ag, kdea € R, f (z) = 2" +2%+ag

maju v bode x = 0 vrchol tretieho rddu.

Dékaz. Nech f(x) = x7 + 2 + 2% + ag. Derivovanim tejto funkcie dostaneme:
fO(z) = 728 + 42% + 22, @ (2) = 422° + 1222 + 2, fO) (2) = 2102* + 24z,
f@(2) = 8402% + 24, fO (1) = 252022 a fO) (z) = 5040z. Pre = 0 teda
mame: f1(0) =0, f@(0) =2, f&(0) =0, fD(0) =24, f® =0a O = 0.
Dosadenim tychto rovnosti do vztahov pre vypocet krivosti a jej derivacii dosta-

vame: k(0) =2 # 0, kD (0) = 0, k2 (0) =24 - 3.2 =24 —24 = 0, k¥ (0) = 0
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Priklady kriviek s vrcholmi vysSich radov

a k@ (0) = —21.22.24 — 9.2.24 4+ 45.2° = —2016 — 432 + 1440 = —1008 # 0. Podla
definicie vrcholu vysSieho rddu méa teda tato krivka v bode z = 0 vrchol tretieho
radu.

Uplne analogicky sa ukéze, ze aj f(z) = 2% + a®z* + az? + ag, kde a € R,

f(z) = 27 + 2? 4+ ag maji v bode z = 0 vrchol tretieho radu. O

Obr. 2.3: Krivka dand predpisom f (z) = 27 + 2! + 2% majica v bode x = 0 vrchol
tretieho radu

Veta 2.2.4 (Priklad krivky s vrcholom §tvrtého radu):
Nech  mdme krivku wvyjadrenid  grafom  polynomickej funkcie s predpisom
y = f(z) = apz™ + -+ a1x + ag, kde n € N a ayg,...,a, € R. Potom krivka

f(z) = 1,425 + 2* + 2% + ag md v bode x = 0 vrchol $turtého rddu alebo vyssi.

Doékaz. Nech f(z) = 1,425 + 2* + 22 + ay. Derivovanim tejto funkcie dostaneme:
fO () = 8,42° + 42% + 22, f@ (x) = 422 + 1222 + 2, fO) (z) = 16823 + 24x,
f@ (2) = 50422424, O (z) = 1008z, f© (z) = 1008 a f( (x) = 0. Pre v = 0 teda
mame: f1 (0) =0, f@ (0) =2, f® (0) =0, P (0) =24, f® (0) = 0, f6(0) = 1008

a f(U(0) = 0. Dosadenim tychto rovnosti do vztahov pre vypocet krivosti a jej
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Oskulacna kruznica krivky vo vSeobecnom bode a v obyc¢ajnom vrchole

derivacii dostavame: k (0) = 2 # 0, k) (0) = 0, k@ (0) = 24 — 3.23 = 24 — 24 = 0,
E® (0) =0, k¥ (0) = 1008 — 21.22.24 — 9.2.24 +45.2° = 1008 — 2016 — 432 + 1440 =
1008 — 1008 = 0. Podla definicie vrcholu vy$sieho radu méa teda tato krivka v bode
x = 0 vrchol asponn §tvrtého radu. KedzZe nepozname hodnotu vyssich derivacii

krivosti v bode x = 0, presny rad vrcholu nevieme urcit. O

057

Obr. 2.4: Krivka dan& predpisom f (z) = 1,42% + 2% 4+ 2% majica v bode x = 0
vrchol aspon Stvrtého radu

Pomocou predchadzajicich viet sme ukazali, Ze naozaj existuju krivky, ktoré maja

aj vrcholy vyssieho radu ako prvého.

2.3 Oskulac¢na kruznica krivky vo vSeobecnom bode
a v obycajnom vrchole

Nech je dana krivka P. Vieme, 7Ze k tejto krivke vieme v kazdom jej bode P ()
zostrojit oskula¢ni kruznicu, ktord bude mat s danou krivkou spolo¢ny prave bod
P (t), jej stred bude lezat na norméle tejto krivky zostrojenej v bode P (1) a jej

polomer sa bude rovnat prevratenej hodnote krivosti krivky v bode P (t).
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Oskulacna kruznica krivky vo vSeobecnom bode a v obyc¢ajnom vrchole

Oskula¢né kruznica krivky v danom bode dava zakladni predstavu o tvare rovin-
nej krivky v okoli tohto bodu. V tejto kapitole ukazeme, akd je poloha oskulac¢nej
kruznice vzhladom na krivku v okoli jej bodu, v ktorom je zostorjena. Budeme

uvazovat zatial len o vSeobecnom bode krivky a o oby¢ajnom vrchole krivky.

V celej kapitole budeme uvazovat krivku dand prirodzenou parametriziciou
P(s)=(z(s),y(s)), s € I, kde I je interval. Dant krivku budeme skiumat
v neinxlexnom bode. Prirodzena parametrizacia ma viacero dolezitych vlastnosti,

pripomeifime najdolezitejsie z nich:

e V prirodzenej parametrizacii je bod neinflexny prave vtedy, ak P” (s) # 0

V prirodzenej parametrizacii ma vektor prvej derivicie danej krivky jednotkovi

dlzku, plati teda: | P’ (s)| = 1

Vektory prvej a druhej derivacie sii pre krivku dant prirodzenou parametrizé-

ciou na seba kolmé, teda pre ich skalarny sucin plati: P’ (s) P"(s) =0

V prirodzenej parametrizacii je krivost krivky vyjadrena nasledovnym vzta-

hom: k (s) = | P” (s)]

V kazdom bode krivky vieme dotykovy a normalovy vektor krivky vyjadrit

vztahmi t (s) = P’ (s) an (s) = (ol = 210

Velmi dolezitym nastrojom, ktoré opisuju krivky, st Frenetove vzorce. Tieto vzorce
pre rovinnu krivku vyjadruja derivicie jednotkového dotykového a jednotkového
normalového vektora krivky. Ak je krivka dana prirodzenou parametrizacou, maju

tieto vzorce tvar:

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) =—k(s)t(s)

KedZe v tejto kapitole budeme pozorovat, ako sa sprava oskula¢na kruznica krivky

v danom bode vzhIadom ku krivke, pripomene, ako st vyjadrené stred a polomer
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Oskulacna kruznica krivky vo vSeobecnom bode a v obyc¢ajnom vrchole

tejto kruznice v prirodzenej parametrizacii. Pre stred S kruznice plati
S(s) =P (s)+r(s)n(s), kde r je polomer vyjadreny vztahom r (s) = ﬁ

Majme dant krivku P prirodzenou parametrizaciou a na nej neinflexny bod P (so).
V tomto bode nech je dana oskulaénd kruznica krivky so stredom v S (sp)
a s polomerom r (sg).

Pre body blizke bodu P (sg), teda pre parametre blizke sy chceme zistit, aka je
poloha bodov P (s) vzhladom na oskula¢ni kruznicu kruznicu zostrojentt v bode
P (s0). Tato uloha je ekvivalentna tomu, Ze budeme pozorovat, ako sa meni vzdia-
lenost tychto bodov od stredu S (sg) oskula¢nej kruznice.

Zostrojme funkciu g : I — R, ktord kazdému parametru s € I priradi vzdialenost

bodu P (s) od bodu S (s0):
g(s) =[P (s) S (s0)l, s €1

KedZe budeme potrebovat derivacie tejto funkcie, je vhodné si ju nahradit funkciou
f(s) = g*(s), ktorda mé rovnaky priebeh aj rovnaké extrémy, ako funkcia g, ale

Tahgie sa derivuje. Predpis tejto funkcie vyzera takto:

f(s)=9g"(s) = [P (s) S (so)l"

Upravme predpis tejto funkcie pouzitim vyjadrenia stredu S (sg), Frenetovych vzor-

cov a rovnosti n(s)n(s) =1 pre kazdé s € I:

f(s) = [P(s)S (s0)]* = (S (s0) = P () (S (0) = P (s)) = (S (s0) = P (s))’
= ((P(s0) + 7 (s0)n(s0)) = P (5))" = (P (s0) = P (s)) + 7 (s0) n(s0))"
= (P(s) = P(s0))" = 2r (so)n (s0) (P () = P (s0)) + 1% (s0)

Kedze tento predpis funkcie je uz o nie¢o komplikovanejsi, zjednodusime ho zave-
denim novych oznaceni. Ozna¢me A (s) = P(s) — P(sg). Aby sme si este viac
sprehladnili zapis, parameter s budeme vi¢Sinou zo zapisu vynechavat a miesto

parametra s budeme jednoducho pisat index 0, napriklad P (sg) = Fy, r (so) = 7o,
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Oskulacna kruznica krivky vo vSeobecnom bode a v obyc¢ajnom vrchole

n (sg) = ng, atd.

Tymto sa nam aj zapis funkcie f omnoho zjednodusi:
f = A2 — 2TOHOA + 7,,(2)

Mame teraz dany predpis funkcie, ktora opisuje, ako sa meni vzdialenost bodu P (s)

na krivke od stredu oskulatnej kruznice. [BOZ0S]

Nagim cielom je ukazat, Ze vo vSeobecnom bode krivky krivka prechadza z jednej
strany oskula¢nej kruznice na druhi stranu, kym v obyc¢ajnom vrchole krivky lezi
krivka na jednej strane oskula¢nej kruznice, bud zvonka alebo vnutri nej.
Pripomenme si, ze pojem obycajny vrchol krivky suvisi s jej krivostou. V takomto
bode krivky je krivost stacionarna a plati pre fu, ze k' (to) = 0 a k" (¢y) # 0. Bod
krivky je v8eobecnym bodom, ak pre krivost v tomto bode plati: &’ (¢y) # 0.

Po dékladnejsom skimani funkcie f a jej prvych derivacii v parametri sq zistime,
7e maju suvis s krivostou krivky v tomto parametri. Pomocou nich vieme dokazat

vyslovené tvrdenia o polohe oskulacnej kruznice.

Veta 2.3.1 (|[BOZ08]):
Majme dand  funkciu f(s) = A%*(s) — 2r(so)n(so)A(s) + 12 (s0), kde
A(s) = P(s) — P(so). Pre prvé Styri derivdicie tejto funkcie v lubovolnom disle

s € I plati:
1. fO(s) =2(A(s) —7(s0)n(s))t (s) =2 (A —rong) t
2. f@(s)=2((A(s) —7(s0)n(s)) k(s)n(s) +1)=2((A—rong) kn + 1)

3. [ (s) =2(A(s) =7 (s0)n(s0)) (—k* ()t (s) + k) (s)m (s))
= (A — 7“01’10) (—k2t + k(l)l’l)

((A(s) = r(so)n(s0)) (au(s)t(s) + Ba(s)n(s)) + 74 (s))
((A = rong) (—3kkWt + (—k* + k@) n) — k?),
kde oy (s) = =3k (s) kW (s), B4 (s) = —k3(5) + kP (s) ayu(s) = —k2 (s)
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Doékaz. Vetu dokdzeme postupnym derivovanim funkcie f. Pre derivaciu funkcie A
plati: A’= P =t

1. Derivujme funkciu f:

fO = (A% = 2rgnoA +12) = 2AA" — 2rgny A’ = 2 (A — rong) A/

= 2 (A - 7“01’10)13

Tymto je prvy vztah dokazany.

2. Derivujme teraz funkciu f™):
@ = (2(A = rong)t) = 2 (A"t + (A — rong) t)
Pouzitim Frenetovho vzorca t’ = kn a rovnosti tt = 1 dostavame:
f® =2(tt + (A — rong) kn) = 2 ((A — rong) kn + 1)
3. Dalsfm derivovanim dostévame f®):

f@ = 2((A—rmp) kn+1) =2 (A'kn + (A — rong) (kn)’)

= 2(knt + (A — rong) (k'n 4 kn’))

Pouzijeme teraz Frenetov vzorec pre derivaciu normalového vektora: n’ = —kt.

Okrem toho vieme, Ze plati: nt = 0, kedZe su tieto vektory na seba kolmé.

@ =2(A —rong) (k'n — k*t)
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4. Stvrta derivaciu funkcie f dostaneme opét priamou deriviciou predchadzajice;j:

f@ = (2(A —rong) (Kn — k%))’
= 2 (A’ (K'm — k*t) + (A — rong) (K'n — th)/>
= 92 (t (k’n — th) + (A = rong) (k”n + k'n’ — 2kE't — th’))

Pouzitim vztahov, ktoré boli uvedené v predchidzajiacich krokoch dokazu dosta-

varile:
fY = 2(=k* + (A — rong) (K"n — kk't — 2kk't — k*n))
= 2((A —rong) (=3kk't + (—=k* + k") n) — k*)
Tym je veta dokazana. O

Pomocou tejto vety teraz uz lahko ukazeme, aké si hodnoty tychto derivacii funkcie

f (s) v parametri sog. Hovori o tom nasledujica veta:

Veta 2.3.2 (|BOZ08)):

Hodnoty prugjch derivdcit funkcie f v parametri so si:
1. fW (s9) =0
2. f® (s9) =0
3. fB) (s0) = —2r (s0) kM (s0)
4o fW (s0) = =2r (s0) k@ (s0)

Dokaz. Tieto vztahy dostaneme priamym dosadenim do derivécii funkcie f a vyuzitim
uz znamych vzfahov, pricom je treba si uvedomif, ze Af(s)) = 0

ar(so)k(so) = roko = %ko =1
1. f(l) (SQ) =2 (AO - T[ﬂlo) tO =0
2. [P (s0) =2 ((Ao — romg) kono +1) = =1+ 1 =0
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3. f(g) (30) =2 (AO — TUHQ) (-k‘gto + k(()l)l'lg) =2 (—7’0110) (-k’gto + k(()l)n0>

= —27"0]{3(()1)110110 = —27”0]{5(()1)

£ FO (s0) = 2 (Ao = rom) (=3kok{! b0 + (k8 + K ) mo ) — i2)
= —2rgng (—Bkokél)to + (—kg + k(()2)> n0> — 2k2
= —2r0 (k8 + k) mono — 263 = 200k — 2okl — 243
= —27“0]{:(()2)

[]

7 tejto vety vidime, ze derivacie funkcie v sy maji naozaj suvis s krivostou krivky.
V tejto casti uvedieme eSte jednu pomocni vetu, ktord spolu s predchadzajicimi
bude sluzit k sformulovaniu a dékazu tvrdenia o vztahu oskula¢nej kruznice a krivky

vo vSeobecnom bode a v obyc¢ajnom vrchole.

Veta 2.3.3 (|[JARG3|):
Nech je dand funkcia o : I — R takd, Ze: oV (29) = 0,...,0" V) (z) = 0
a o™ (z9) #0, n > 1. Potom plati:

e ak n je nepdrne, tak funkcia p md v bode xq ostry lokdlny extrém. V pripade,
ze o™ (x0) <0, ide o ostré lokdlne mazimum funkcie v tomto bode, v pripade,

Ze o™ (20) > 0 ide o ostré lokdlne minimum funkcie v tomto bode.

e ak n je parne, tak funkcia ¢ je v bode xy lokdlne monotonna. V pripade, Ze
0™ (20) < 0, @ je v okoli bodu xo klesajiica, v pripade, Ze ™ (x4) > 0, ¢ je

v okoli bodu xq rastica.
Na zéklade tychto tvrdeni sformulujeme nasledovné vety:

Veta 2.3.4 (Oskulana kruznica krivky vo véeobecnom bode [BOZ08]):
Nech je dand krivka P (s) prirodzenou parametrizdiciou. Nech P (so) je vseobecny bod
tejto krivky. V bode P (so) rovinnej krivky, ktory nie je vrcholom, je krivost ostro
monotonna. Krivka prechddza z jednej strany oskulacnej kruznice na druhi, pricom

dovnitra kruznice vchddza v smere rasticej krivosti.
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Doékaz. Vychaddzame z toho, ze bod P (sg) je v8eobecnym bodom krivky, z ¢oho
vyplyva, Ze pre krivost v parametri sy plati: &' (sg) # 0. Z vety o priebehu funkcie
vyplyva, Ze krivost krivky je v so ostro monoténna, pricom je klesajtica pre &' (so) < 0
a rastiuca pre k' (sg) > 0. Prva Cast vety je tym dokazana.

Zoberme si teraz funkciu f(s) = |P (s)S (so)|* a jej derivicie v bode so. Podla
predchadzajicej vety plati:

fW (s0) = 0, fP (s0) = 0, f® (s9) = —2r (s50) k™ (s0) # 0, kedze kM) (s0) # 0.
Znova pouzijeme vetu o pribehu funkcie tentoraz na funkciu f. Funkcia f (s) je teda
ostro monoténna v Gisle sy, pricom klesa pre f® (sy) < 0 a rastie pre f©® (s9) > 0.
Znamienko funkcie f® (sg) = —2r (s) k) (sq) zévisi len od znamienka prvej de-
rivacie krivosti krivky v sg, kedZe polomer je kladny pre kazdé s € I. Navyse jej
znamienko je opaéné, ako je znamienko k) (s). Plati teda:

1. Ak kW (s0) < 0, tak f® (sg) > 0. Potom krivost krivky s rastiicim s klesa
a zaroven funkcia f s rasticim s rastie. To znamend, 7e pre s vicSie ako sy vzdia-
lenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (s¢) v bode P (sg) rastie, preto
pre s vac¢sie ako sg lezia body P (s) zvonka tejto kruznice. Naopak pre s mensie ako
so vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (sg) v bode P (s¢) klesa,
preto pre s mensie ako sy lezia body P (s) vnutri tejto kruznice.

2. Ak kW (s0) > 0, tak f® (s9) < 0. Potom krivost krivky s rasticim s rastie
a zaroven funkcia f s rasticim s klesa. To znamenad, 7ze pre s vacsie ako sg vzdiale-
nost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (sqg) v bode P (s) klesé, preto pre
s vicsie ako sg lezia body P (s) vnutri tejto kruznice. Naopak pre s mensie ako sg
vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (sg) v bode P (sq) rastie,
preto pre s mensie ako sy lezia body P (s) zvonka tejto kruznice.

V oboch pripadoch krivka vchadza do oskula¢nej kruznice v smere rasticej krivosti.

O

Veta 2.3.5 (Oskula¢na kruznica krivky v oby€ajnom vrchole [BOZ08)|):

Nech je dand krivka P (s) prirodzenou parametriziciou. Nech P (sy) je obycajnyg
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Obr. 2.5: Oskula¢na kruznica krivky v nevrchole, krivka prechadza z jednej strany
kruznice na druht

vrchol tejto krivky. 'V obyéagnom vrchole P (sg) rovinnej krivky md krivost ostry
lokdlny extrém. Rovinnd krivka ostdva v blizkosti vrchola na jednej strane oskulacnej
kruznice, pricom pri lokdlnom minime krivosti v so leZi krivka vnitri oskulacnej
kruznice a v pripade lokdlneho mazxima krivosti v sg leZi krivka zvonka oskulacnej

kruznice.

Dokaz. Vychéddzame z toho, 7ze bod P (sg) je oby¢ajnym vrcholom krivky, z ¢oho
vyplyva, 7e pre krivost v parametri sy plati: k1) (so) = 0 a k? (s9) # 0. Z vety
o priebehu funkcie vyplyva, Ze krivost krivky ma v s ostry lokdlny extrém, pricom
pre k) (s9) < 0 ma krivost v so ostré lokdlne maximum a pre &2 (s0) > 0 ma
krivost v s ostré lokdlne minimum. Prva c¢ast vety je tym dokézana.

Zoberme si teraz funkciu f (s) = |P (s) S (s0)|” a jej derivacie v bode sy. Podla jed-
nej z predchadzajcich viet plati:

fO (s0) = 0, f® (s0) = 0, f® (s0) = —2r (s0) k™ (50) = 0, kedze k™" (s9) = 0
a fW(sg) = —2r(so) k® (s0) # 0, kedze k® (s9) # 0. Znova pouzijeme vetu

o priebehu funkcie tentoraz na funkciu f. Funkcia f(s) mé v &sle sy lokdlny ex-
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trém, pricom pre f©® (s0) < 0 ide o lokdlne maximum a pre f©® (sq) > 0 o lokdlne
minimum funkcie f.

Znamienko funkcie @ (sq) = —2r (s) k® (s9) zavisi len od znamienka druhej de-
rivacie krivosti krivky v sg, kedZe polomer je kladny pre kazdé s € I. Navyse jej
znamienko je opacéné, ako je znamienko k) (s). Plati teda:

1. Ak k@ (s0) < 0, tak f@ (s0) > 0. Potom krivost krivky ma v sq ostré lokélne
maximum a zaroven funkcia f ma v sy ostré lokdlne minimum. To znamena, 7e
vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (so) v bode P (s9) mé ostré
lokdlne minimum, preto v blizkosti sq lezia body P (s) krivky zvonka tejto kruznice.
Krivka lezi teda lokalne v okoli bodu sy zvonka oskula¢nej kruznice v bode P (s).
2. Ak k@ (s0) > 0, tak f® (s9) < 0. Potom krivost krivky ma v sq ostré lokalne
minimum a zaroven funkcia f ma v sy ostré lokidlne maximum. To znamena, zZe
vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (sg) v bode P (sg) mé ostré
lokélne maximum, preto v blizkosti sg lezia body P (s) krivky vnutri tejto kruznice.

Krivka lezi teda lokilne v okoli bodu sq vntutri oskula¢nej kruznice v bode P (s¢). O

S

Obr. 2.6: Oskula¢nd kruznica krivky v obycéajnom vrchole, krivka lezi zvonka
kruznice
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Predchadzajice vety davaju zakladna predstavu o tom, aké je poloha krivky vzhla-
dom na oskula¢nd kruznicu vo vSeobecnom bode krivky a v obyc¢ajnom vrchole
krivky. Este stale vSak nevieme, ako sa oskula¢né kruznica sprava vo vrchole vysSieho
radu. NaSou snahou bude v dalSej kapitole zistit nie¢o viac o jej polohe prave

vo vrcholoch vyssieho radu.

2.4 Oskulac¢na kruznica krivky vo vrchole vysSieho
radu

V predchadzajicej kapitole sme ukizali, akd je vzajomna poloha oskulacnej kruznice
a krivky vo vSeobecnom bode krivky a v obycajnom vrchole krivky. Pripomenime
si, Ze vo vSeobecnom bode krivky P (s) danej prirodzenou parametrizaciou, teda
v bode P (sg), pre ktory plati k(1) (sq) # 0, krivka prechadza z jednej strany osku-
la¢nej kruznice na druhi a v oby¢ajnom vrchole krivky P (s), teda v bode P (s),
pre ktory plati k() (sg) = 0 a k@ (s) # 0, krivka lezi lokdlne na jednej strane os-
kulacnej kruznice.

V tejto kapitole je snahou vyslovit tvrdenie, ktoré bude hovorit o polohe krivky
a oskula¢nej kruznice v bode krivky, ktory nie je ani v§eobecnym bodom, ani oby-
¢ajnym vrcholom, teda vo vrchole vyssieho radu.

Vieme, ze vrchol P (sg) krivky P (s) nazyvame vrcholom k-teho radu, ak pre krivost,

resp. jej derivacie v parametri sqo platia vztahy:
k(s0) # 0,0 (s0) = 0,..., k¥ (s0) = 0,k > 2

Medzi nevrcholom, obyc¢ajnym vrcholom krivky a medzi vrcholm vyssieho radu
krivky existuje analogia. Keby sme z definicie vrcholu k-teho radu vynechali pod-
mienku, ze k > 2, vSeobecny bod krivky by sme mohli povazovat za vrchol 0-tého
radu krivky, kym obycajny vrchol by bol vrcholom 1-ého radu krivky.

Na zaklade tejto predstavy by sme lahko dospeli k predpokladu, Ze vo vrchole

parneho radu sa bude krivka a jej oskula¢na kruznica spravat rovnako, ako v nevr-
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chole krivky a vo vrchole neparneho radu bude poloha krivky k oskulac¢nej kruznici
rovnaka, ako v obycajnom vrchole. V tejto kapitole tento predpoklad potvrdime

a dokazeme.

V predchadzajicej kapitole sme definovali funkciu, ktora opisovala, ako sa meni
vzdialenost bodov P (s) krivky od stredu oskula¢nej kruznice S (s9) v okoli bodu

P (s¢). Jej predpis vyzeral nasledovne:

fls) = |P(s)S(s0)l
= (P (s) = P (s0))" = 2r (so)n (s0) (P (s) = P (s0)) + 1% (s0)

= AQ — 2’]"0110A + 7"8,

kde S (so) je stred oskulacnej kruznice, 7(sg) = 1o je jej polomer
aA(s)=A=P(s)— P(s).

Okrem toho sme uviedli vetu, ktora hovorila o tom, ako vyzeraju prvé derivacie
funkcie f a ich hodnoty v sg. Teraz nam ale nebudd stac¢it len uvedené derivacie,
budeme potrebovat aj dalsie, n-té derivacie tejto funkcie. Preto jedna z viet, ktoru
vyslovime, bude hovorit o tom, ako vyzeraji derivacie n-tého radu funkcie f. Este

predtym vSak zavedieme nové mnoziny, ktoré nam neskor vyrazne ulahé¢ia préacu.

Definicia 2.4.1:
Majme dani funkciu ¢ : R™' — R hladki o diferencovatelni a taki, Ze splia
podmienku: ¢ (x00,...,0) = 0 pre vietky zo € R. Oznaéme A,, mnoZinu vsetkyjch

funkcit, ktoré maji tieto vlastnosti, teda:

A ={¢: R™ = R o je hladkd a direfencovatelnd a ¢ (100,...,0) =0 pre
vietky xo € R}

Definicia 2.4.2:
Nech je dand funkcia ¢ magica vlastnosti uvedené v predchddzajicej definicii, teda

0 € A, nech k : I — R je krivost krivky a kM (s),..., k"™ (s),s € I si jej
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prislusné deridcie. Potom mnozinu vsetkijch ZoZengch  funkcid

F(s)=¢(k(s), kD (s),..., k™ (s)),s € I budeme oznacovat A, (k) a teda plati:
A () = {F () = 0 (k () k) () ... K () s € T Ao € A
O funkcii z mnoZiny A, (k) budeme tiez hovorit, Ze je funkciou typu A, (k).

Poznamka: Dovod, preco zavidzame mnozinu funkcii A, (k) je ten, Ze v nie-
ktorych nasledujtcich vypoctoch sa stretneme prave s funkciami z tejto mnoziny,
ktoré obsahuji rozne kombinacie krivosti krivky a jej derivacii, pricom nie vzdy je
dolezity presny tvar tychto funkcii. Stac¢i vediet, derivacie ktorého najvyssieho radu

obsahuj.

Veta 2.4.1 (Pravidla pre pocitanie s funkciami typu A,, (k)):
Nech m, n su prirodzené ¢isla a nech a (k, e k‘(m)) € An(k), b (k, . k;(”)) € A, (k),
c € R. Nech k je krivost krivky a k9 je i-ta derivdcia krivosti. Potom:
1. ka(k,...k"™) € A, (k)
2. k™a (k,...k"™) € A (k), kde | = max {m,n}
3. a(k,...k™) +al(k,...k™M) e A (k), kde | = max {m,n}
4. ca(k,...k™) € A, (k)
5. (a (k... k0)) € Ay ()

Dokaz. Pri dokaze prvych 4 tvrdeni si sta¢i uvedomit, aka vlastnost méa funkcia

a (k:, e k(m)) € A, (k) a ako sa tato funkcia zmeni pri operaciach naznacenych
vo vete.
Posledné tvrdenie dokdzeme podrobnejsie. Je treba si uvedomit, 7e a (k:, cee k(m))

je zlozena funkcia a (k,..., k™) (s) = a (k(s),...,k™ (s)), kde a(21,...,zn) je
funkcia z mnoziny A,,. Derivujeme ju podla pravidiel o derivacii zlozenej funkcie.

Plati teda:

(a (/{:, cee k‘(m)))/ = 9a }.(1) 4 9a 1.(2) 4 ... %k(M-&-l) =4 (/{:, AN k(m+1)>

Oz Ox1
, . ... L. /. . R .
Z tvaru vyslednej derivicie je jasné, Ze ak (a (k:, ey k(m))) je zlozena funkcia
'y > __ Oa Jda Jda - PN
s vonkajSou zlozkou ¢ (xq, ..., Tmi1) = Soo 1+ g Lo+ 5Ty a8 vnltornymi
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zlozkami 29 = k,z; = kW, ... 2,1 = k™), Podmienka 1 (1,0,...,0) = 0 pre
vietky xg € R je zrejme splnend, preto ¢ € A,,41, Cize (a (k:, ce k:(m))), € Ay (k).
Tym je veta dokazana. O
Vyuzijic predchidzajice poznatky sformulujeme vetu o n-tej derivacii funkcie f:
Veta 2.4.2 (Derivacie n-tého radu funkcie f):

Nech, je dand funkcia f: I — R s predpisom f(s) = |P(s) S (so)|*, kde P (s) je bod
krivky danej prirodzenou parametrizdciou a S (so) je stred oskulacnej kruznice. Nech
krivost krivky v bode P (s) je k(s) a A(s) = P (s) — S (so). Potom pre kazdé n > 5
existuji také funkcie a, (k,... k") € A,_5(k), by (k,.... k") € A,y (k) a
Cn (k:, . k:("_4)) € A,_4 (k), Ze pre n-tu derivdciu funkcie f(s) plati:

1. Ak n je pdrne, tak

=y
S

—
(V)

N—
I

2((A(s) =7 (s0)n(s0)) (an (5) t () + Bn (s)n(s)) + 7 (5)), n =5

a, (s) = ay, (k:, . k:(”*?’)),
B (s) = (—1)2 7 k" (s) + K7D (5) + by (K, ... k0D,
o (8) = (=12 B2 (s) + e (K, kD), 0> 5

2. Ak n je nepdrne, tak

F (s) = 2((A(s) =7 (s0) n(50)) (o (5) £ (5) + Bn ()1 (5)) + Y (5)) ;0 > 5

kde
o (5) = (=1)"Z k" (s) + ap (K, ..., KOD)
B (s) = k™2 (s) + by (K, ..., k")
Yo () = o (ky. .. k™), n>5

Doékaz. Vetu budeme dokazovat matematickou indukciou.

1. Vieme, 7ze pre n = 4 je derivacia f vyjadrend takto:

fY = 2((A = rong) (=3kkWt + (=& + k@) n) — ¥?)
= 2((A —rong) (auat + fam) +14),
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kde g = —3kk(D), B = —k% + k® a7y = —k2.

Derivujme tento vztah:
FO = (2((A = rong) (=3kkWt + (=K + k@) n) — £?))’

= (2((A = rong) (ast + fam) + 7))’

= 2 ((A — T’Ong)/ (Oé4t + 6411) + (A — T’OIIQ) (Oé4t + 6411)/ + ’)/4/1)

Poéitajme (A — rong)’ (aut + Bym), pricom vieme, ze (A — rong) = t:
(A —rong) (gt + Bin) = t (ot + B4n) = ay = —3kED

Pocitajme teraz (A — rong) (ot + B4n)':

(A —rong) (gt + Bam)’ = (A — rong) (it + aut’ + B4n + B4n’)

Pre derivaciu ay a (3, plati:

oy = (=3kkW) = =3 (kM) = 3Kk
By = (—k* + k?) = —3k2k0 4 k®

Po prenéasobeni oy vektorom t a (3 vektorom n dostavame:

ot = (=3 (k1) = 3kE®) ¢
Bin = (=3k%kW + kB n

Pouzijuc Frenetove vzorce dostavame vztahy na vypocet aut’ a Gyn’:

agt' = (=3kkW) t' = (=3kkW) kn = —3k?k(n
fin' = (=K + k@) n' = (=k% + k@) (—kt) = (k' — kk®) t

Po sc¢itani tychto vztahov dostavame:

(aut + Bim) = (ot + aut’ + Bjn + B4m)
— (t (1& _ARE® 3 (k(l))2> +n (—6k2%W + k<3>))

Nech as(k, kM, k®) = —4kk® — 3 (k:(l))2 a bs (k, k) = —6k?kW), potom plati:
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(ast + Bm) =t (k* + as(k, kD, k@) + n (k® + b5 (k, kD))
Dosadenim tychto vypoctov do f® dostavame:
O =2 (=3kkW + (A = rong) (a5t + Bsn) — 2kkW),

kde a5 = k* + a5 (k, kW, k®) a 85 = kO + by (k, kD)
Ak c5 (k, k(l)) = —5kkW, potom vztah pre piatu derivaciu funkcie f ma tvar:

f(5) = 2 ((A — ’f’ono) (Oé5t + 65n> -+ Cs (]{7, k(l)))

= 2((A —rong) (ast + Bsn) +75) ,

kde a5 = k* + as(k, kW, k@) | B5 = k@ + b5 (k, kDY) a 75 = c5 (k, k). Tym je

vztah pre n=5 dokéazany.

Derivovanim f©® ukazeme, 7e vztah z vety plati aj pre f(©:

fO = (2((A = rong) (ast + B5n) +75))’,

kde a5 = k* + a5 (k, kW, k@) | B5 = k®) + b5 (k, kD) a 5 = c5 (k, kD).

Derivujme tento vztah:
f® =2 ((A =rong) (ast + Bsn) + (A — rong) (ast + F5n) +74)
Pocitajme (A — rong)’ (ast + fBsn), pricom vieme, 7e (A — rong) = t:
(A —rong) (ast + fBsn) = t (ast + Bsn) = a5 = k* + as(k, kD, k@)
Pocitajme teraz (A — rong) (ast + Bsn)':
(A —rng) (ast 4+ Bsn)’ = (A — rong) (aht + ast’ + Bin + Bsn’)
Pre derivaciu as a (5 plati:

ay = (k* + as(k, kO, k) = 42k 4 ai(k, ..., k@)
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Kedze 4k3kW € Az (k) a aj ai(k, ..., k®) € Az (k), tak ich stétom dostdvame opéit
opat funkciu z Az (k) a teda podla vety hovoriacej o pravidlach pocitania s funkciami

tohto typu mame, 7e 4k + ai(k, ..., k®) = ai(k,..., k) a plati teda:
ol = ai(k,... k®)
By = (k@ + b5 (k, kW) = k@ + bz (k,..., k)
Po prenéasobeni af vektorom t a [ vektorom n dostavame:

ast = ai(k,..., k@)t
Bin= (kW 4+ b3 (k,....k®))n

Pouzijuc Frenetove vzorce dostavame vztahy na vypocet ast’ a Gsn':

ast’ = (k' + as(k, kY, k@) t' = (k* + as(k, kY, k®))) kn
= (K + kas(k, kY, k@) n = (K + as(k, k", k?)) n

Bsm' = (k¥ + b5 (k, kD)) 0" = (k¥ + b5 (k, kD)) (—kt)
= (—kK® —kbs (k, kD)) t = (=kk® + b5 (k, kD)) t

Po scitani tychto vztahov dostavame:
(ast + fsn)" = (bt + ast’ + Bin + Bsn’) = (ast + Gen),
kde

ag = —kk® + b5 (k, kW) + az(k, ..., k@)
Be = k° + as(k, kW, k@) + k@ + bz (k, ..., k)

Kedze —kk®) € Az (k) a ai(k,...,k®)) € Az (k) tak ich st¢tom dostdvame opét
ai(k,...,k®) a st¢itanim tejto funkcie s bs (k, k1)) dostavame podla pravidiel
o poéitani s tymito funkciami funkciu ag(k, ..., k®), ¢ize ag = ag(k, ..., k®).

Rovnako  sactom  as(k, kM, k®) a0 (k,...,k®) dostavame funkciu
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bﬁ(k}, ce k(Z))7 Cize 66 = b6(k37 ey ]{3(2))
Plati teda:

(Oé5t+ﬂ5n)l = (Cl/(gt—i—ﬁﬁn)
— (t (as(k, .., kD)) 40 (K + kD + b (k, ..., k?)))

!/

Pre derivaciu 5 plati: (v5)' = (c5 (k, k1)) = ci(k, ..., k@)
Dosadenim tychto vypoctov do f© dostavame:
fO =2 (k" +as(k, ..., k@) + (A = rong) (it + Ben) + ci(k, ..., k@),

kde ag = ag(k,...,k®) a B = k° + kW + b (k, ..., k®)
Séitanim as(k, ..., k®) a ci(k,...,k®) dostavame funkciu c4(k,...,k?) a teda

vztah pre Siestu derivaciu funkcie f ma tvar:

f(G) = 2 ((A — 1ong) (gt + Fem) + K+ co(k,. .., k’(z)))

= 2((A —rong) (agt + fen) + 76) ,

kde Qg = aﬁ(k, ey ]{3(3)) s ﬁ6 =k + ]{3(4) + b6 (k’, cee kZ(Q)) a Vg = ]{34 + Cﬁ(k’, ey k(Z))
Tym je vztah pre n = 6 dokdzany. Prvy krok indukcie plati.

2. Nech teraz plati vztah pre vypocet derivacie n-tého stupna, ak je n je neparne.

Derivujme tento vztah:

f(n+1) = (2((A = rong) (ant + Bum) + 'Yn))/a

kde
= (=1)"T k" 4 ay, (k,..., k09),
By =k"=2 +b, (k... k"),
Yo = Cp (k, . ,k("_4))

Potom

f(n—i—l) =2 ((A — 7”01’10)/ (Oént + ﬁnn) —+ (A — 7“0110) (Oént + 5,,11’1)/ + ’y;L)
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Kedze (A — rong) = t, tak plati:

(A —rong) (ant 4+ Bn) = t(a,t+ B.n) =y,
— ()T R (k. EO)

Poéitajme (a,t + 3,n)":
(ant + B.n)" = (ot + a,t’ + 3 n+ G,n')
Pre derivaciu «,, a (3, plati:
n— !/
o = ((—1)71 4 an (K, k(”‘3>)>

= (-1 (n =Dk 2%O + @ (k... k")

Kedze (—l)nT_1 (n—1)k"2kW aj a (k,..., k") st z mnoziny A,_» (k) a vieme

ich s¢itat, tak dostavame:
of, = ai (k... k")
3= (k2 4 b, (ky o kD)) = k0D b (K, k03)
Ak prenéasobime o/, vektorom t a /3], vektorom n, dostavame vztahy:

ant=al (k... k") ¢
An = (k" +0: (k,...,k"))n

Po pouziti Frenetovych vzorcov a vety 2.4.1. dostavame vztahy pre vypocet a,t’ a

Gan’

at’ = ((-1)”T”k"*1+an(k, .,k(”"g)))t’
= (07 F o an (ko KO) )
_ ((—1)"7”/@”%% (k,.. ,k("_3))>n
— ((—1)”%1 K"+ a, (k, .,k;(”‘?’))>n
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

6nn, _ (kn 2)+b ( .7k(n—4))>n/
= (K" b, ( L kKT)) (—kt)
= (=kk™? — kb, (k,.... k")) ¢
= (kK" + b, (k,..., k")) ¢

Séitanim tychto vztahov dostavame:
(ant + ﬂnn)/ = (Oé;lt + ant, + ﬁ;bn + ﬂnn,) = an+1t + BnJrln;
kde

Qpy1 = a;kL (k', Cee k(n—Z)) — k‘k("_Q) + bn (k’ o ]{;(77,—4))7
Bust = KO 4 57 (ko KOD) 4 (<1)°T k" ay (, o ROD)

Kedze —kk™ a a (k,...,k""?) st funkcie z mnoziny A, , (k), tak ich saé-
tom dostavame opét a; (k,...,k""?) a sactom tejto funkcie s b, (k,..., k") je
podla vety 2.4.1. funkcia a, (k:, cee k:("_z)), preto a1 = Gpaq (l{’ . ]{;(n—2))_
Rovnako sictom by, (k, cee k(”_3)) a an, (k, cee k(”_3)) je funkcia b, 4 (k, . /g(n—3))7
preto fupr = kO + (<1)"% K + by (K, .. KO).

Derivovanim ~, = ¢, (k:, ce k:(”*‘*)) dostavame v, = ¢ (k;’ o k(n*3)),

Dosadenim tychto vypocétov do vyjadrenia f*+ dostavame:

FOFD =2 ((A = rong) (a1t + Bopin) + Vi),
kde
Opy1 = Qpet (k:, e k("*Q))
Bupr = kD 4 (<1)"F K" 4 by (K, ... KO
Yntl = (—1)"7_1 '+ an (ko E) 1 (B k0D))

Sactom a, (k, ..., k") act (k,..., k") je copr (K, ..., k") a teda plati:

FOH) =2 ((A — rong) (g1t + Bogin) + o),
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

kde
Qi1 = Apyt (kr, o k:("*z))
Bopr = kD 4 (=1)"F k" 4 by (K, ..., KO
Vo1 = (=) B ey (K, KO

Posunutim indexu n + 1 na n v rade derivacie dostaneme:
f(n) =2 ((A - TOnO) (ant + ﬁnn) + 7n)7

kde
oy, = ap, (k’, o k:(”*?’))
By = kD 4 (=1)2 e goby, (K, k0D
o= (=1 k2 ey (K, k) 0 je parne

Ukézali sme teda, Ze derivaciou vyjadrenia neparneho radu derivacie naozaj dos-

taneme vyjadrenie parneho radu derivacie.

3. Nech teraz plati vztah pre vypocet derivacie n-tého stupina, ak je n je parne.

Derivujme tento vztah:

FOD = (2 ((A = romnp) (ant + B,n) + 7)),

kde o = a, (k... k") | B, = k02 4 (=12 R 4+ by (kL E0Y)
ay,=(—1)"" k"2 e, (k... kD).

Potom
fortD =2 ((A —rong) (ant + Bun) + (A — rong) (at + B.n) + 'y;l)
Kedze (A — rong) = t, tak plati:
(A = rong)’ (t + Bon) =t (at + Bon) = a, = ay, (k, ..., k™)
Pocitajme (ot + 3,n)":

(ant + Bun)" = (agt + ant’ + G0 + G,0)
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Pre derivaciu «,, a (3, plati:

oy = (ay (ky oo KO0) = at (k.. k02)

n_

/
B = (K24 (DI R b (ks KO0))
= KD 4 (=12 (= D)W 10 (K, B

Podla vety 2.4.1 je suctom funkeii (—1)2 " (n — 1) &"2kM a b7 (k,..., k(") opit
funkcia b}, (k,..., k"), preto plat:

B = k"D 4+ br (k... k)
Ak prenéasobime o/, vektorom t a /3], vektorom n, dostavame vztahy:

at=a; (k,..., k")t
Ain = (k" +0: (k,...,k"))n

Po pouziti Frenetovych vzorcov dostavame vztahy pre vypocet a,t’ a G,n’ :

ant’ = (an (k,...., k"))t
= (an (k,.... k")) kn
= (kay (k,...,k"))n

( )

S¢itanim tychto vztahov dostavame:

(Oént + ﬂnn)/ = (O/nt + CVnt, + ﬁ;n + ﬂnn,) = ap1t + ﬁnJrln;
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

kde
Qi = af (K BD) = RO 4 ()RR by (K ROD),
Bosr = kD 405 (k, .. kD) +a, (K, ... k)
o = () = ((FDF B e (B, RO9) )

Derivovanim ~, = (‘D%_l k"2 + e, (K, ..., k™Y dostavame:

o= (=1)2" (0 = 2) k" 3k e (K, k0D)
a kedze (127" (n—2)E" kW aj o (k... k") sa oz A, 5(k), tak
=k (k:, . ,k(”_3)).

Dosadenim tychto vypocétov do vyjadrenia f("*+ dostavame:

f(”‘H) =92 ((A — Tono) (Oén+1t + 6n+1n) + ’Yn-i-l);

kde
g1 = aj (k, ... kD) = Kk 4 (=1)2 K"+ by, (K, EOD)
Bur = O 402 (ko KO ay, (k.. k)
Vo1 = ¢ (b, kD) +a, (K, KOY)

Kedze —kk"=? a a’ (k,...,k"""?) patria mnoZine A,_, (k), tak ich st¢tom podla

vety 2.4.1 dostavame opét funkciu ) (k,..., k"), po jej séitanis b, (k,..., k"=)

dostaneme podla rovnakej vety opéat funkciu ay (k;, N ) )
ateda apyy = (—1)2 k* +ai (k... k"),
Rovnako  sé¢itanim b} (k,....k®¥) a  a,(k,...,k"¥)  dostdvame

0 (ky. . K ateda By = KO0 07 (K, .. KY).
Sactom  ay (k, ..., k") a ¢ (k.. k™) de cpp (K, k) a teda
Yn+1 = Cn+1 (]{, ceey k(n_3))
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Pre f(*1 teda plati:

f("""l) =92 ((A — Ton(]) (Oén+1t + ﬁnJrln) + 7”+1)’

kde
i1 = (—1)2 k" +a (k... k02,
Bog1 = k=D 4 b7 (k... k%),
Vil = Cni1 (k, e ,k(”{)’)).

Posunutim indexu n + 1 na n v rdde derivicie dostaneme:

f(n) =2 ((A - TOHO) (ant + ﬂnn) + 7n)7

kde
an = (1) T k" 4 ay (k... k")
By = k"2 4+ b, (k,... k"),

Yn = Cn (k, cee k(”_4)), n je neparne.

Ukazali sme teda, 7e derivaciou vyjadrenia parneho rdadu derivacie naozaj dosta-
neme vyjadrenie neparneho radu derivacie. Tym je veta dokazana.

m
Poznédmka: Ako uvidime neskoér, funkcie a,, b,, ¢, vyrazne zjednodus$ia pracu

s derivaciami funkcie f v parametri sg.
Na zaklade uvedenych definicii a viet teraz vyslovime vetu, ktord hovori o vzidjomne;j

polohe oskula¢nej kruznice a krivky vo vrchole vysSieho radu:

Veta 2.4.3 (Oskula¢na kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu):
Nech je dand krivka vyjadrend prirodzenou parametriziciou P (s), s € I a nech

P (so) je vrcholom k-teho rddu tejto krivky. Potom:
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

1. ak k je nepdrne, krivost krivky md v tomto bode ostry lokdlny extrém a rovinnd
kriwka ostdava v blizkosti vrchola na jednej strane oskulacnej kruznice. V pripade
lokdlneho minima krivosti krivka leZi lokdlne vnitri oskulacnej kruZnice, pri

lokdlnom maxime krivosti zvonka oskulacnej kruznice.

2. ak k je pdrne, krivost krivky je ostro monotonna a krivka prechddza z jednej
strany oskulacnej kruznice na druhi. Dovnitra oskulacnej kruznice vchddza

v smere rasticej krivosti.

Dokaz. Nech bod P (sg) danej krivky je bod k-teho radu. Pre krivost krivky v tomto
bode plati: k (so) # 0, k™M (s0) = 0,..., k"™ (59) = 0 a E*+D (54) # 0.

Ak k je neparne, tak k + 1 je parne. Podla vety o priebehu funkcie uvedenej
v predchadzajucej kapitole plati, Ze krivost mé v sq ostry lokalny extrém.

Ak k je parne, tak k + 1 je neparne. Podla vety o priebehu funkcie uvedenej
v predchadzajicej kapitole plati, ze krivost je v sg ostro monoténna.

Tym je prva ¢ast vety dokazané.

UkdZeme, 7e rovnosti k) (so) = 0,...,k® (s9) = 0 a nerovnost k*+Y (s5) # 0

déavaja pre funkciu f (s) = | P (s) S (so)|* a jej derivacie v sy nasledovné vztahy:
fW(s0)=...= fE (s0) =0a fE (so) #0
Pre n-ta derivaciu funkcie f v pripade, ze n je neparne plati:
F =2((A = rono) (ot + Ban) + 7).

kde
= ()T k" fa, (k... k)
By = k"2 4+ b, (k,... k"),
Y = Cn (k, e k("_4))

Dosadenim ¢isla sy do tejto derivacie dostavame:

F™ (s0) = 2 ((Ag — rong) ((an (s0) to + B (s0) Mo) + Yn (50)))
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Kedze A (s) = P(s) — P (sg), po dosadeni sy sa tento ¢len vynuluje. Tiez plati, Ze

notyg = 0 a totg = 1, ¢im dostavame:

F (s0) = 2(—=rofu (50) + Yn (50))
= 2 (= (K b (Ko K)o (Ko Y))

Najvyssi rad derivacie, ktory sa v tejto rovnosti objavuje, je (n — 2), preto ak
KD = . = kY = 0, tak o, (k;o,...,kg"-4>) — 0, b, (ko,...,ké"_4)> — 0 a aj
k2 =0, teda f™ (s9) = 0 pre n neparne.

V pripade, Ze P (sq) je vrchol k-teho radu, tak k™) (sg) = 0,..., k%) (s0) = 0, a teda

aj f**2 (s9) = 0 pre k neparne.

Pre n-ta derivaciu funkcie f v pripade, ze n je parne plati:
fo =2 ((A = rong) (et + Bum) + 7)),

kde
o = ay (k... k")
B = kD 4 (=1)2 7 by, (K, KO
o= (=12 2 e (K, KO0

Dosadenim ¢isla sy do tejto derivacie dostavame:
F (s0) = 2 ((Ao = romg) ((an (50) to + B (50) m0) + 1 (50)))
Opét vyuzijuc, ze Ag = 0, ngtg = 0 a totg = 1, dostavame:
S (s0) = 2 (=708 (50) + Yn (50)),

kde
B (s0) = (=1 R k0 4 b Koy )
o (s0) = (1) kg2 4 e (Koo k)

23



Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Najvyssi rad derivacie, ktory sa v tejto rovnosti objavuje, je (n — 2), preto ak
KD = = kY = 0, tak e, (ko,...,ké"‘4)> =0, by (ko,...,kgn‘4>) — 0 a aj
k02 = 0, 2 toho f) (s0) = 2 ((—1)%—1 kB2 g ((_1)%—1 k{}*l)).

ro vieme pomocou krivosti krivky vyjadrit ako %, 7o stdinu rok) ! dostavame tak
ky~2. Tym v tomto vzfahu mame dva rovnaké ¢leny s opaénymi zmanienkami, ktoré
sa po séitani vynuluji a teda f™ (sq) = 0 pre n parne.

V pripade, 7e P (sq) je vrchol k-teho radu, tak k™) (sg) = 0,...,k%®) (s0) = 0, a teda

aj f**2 (sq) = 0 pre k parne.

Ukazali sme teda, Ze nezavisle od toho, ¢i je rdd vrcholu k parny alebo neparny,
vSetky derivacie funkcie f az po rad k + 2 sa vynuluji. Teraz chceme zistit, ako
bude vyzerat f**3) (). Tu mozu nastat 2 pripady:

1. ak k je neparne, tak (k + 3) je parne

2. ak k je parne, tak (k + 3) je neparne

Oba tieto pripady musime riesit zvIast:

1. ak k je neparne, tak (k + 3) je parne a plati:

FEFD) (50) = 2 ((Ag — romp) (ks (50) to + Bras (50) o) + Yrs (50))),

kde
k43 (S0) = ki3 (k:o, ce kék)>,
Prets (s0) = (_1)%71 kot o+ /f(()kﬂ) + brys (k’o, ce k(()kil)>>
Vit (S0) = (—1)%_ kg™ 4 s (ko, e k(()k_l)>

Vyuiijﬁc, 7e AO = O, noto = O, t()to = 1, k‘(l) (So) = O,J{I(k) (So) =0a tym
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

aj Cris (k’o, cee k(()kfl)> =0 a bgis (k:o, ey k(()kfl)> = 0 dostavame:

P9 (s0) = 2 (=) F R =g (1T R )
= 2 ()R = ()T TR — ok

= —27”0]{3(()k+1) 7é 07

lebo kST £ 0.

Vieme, Ze polomer oskula¢nej kruznice 7o je kladny, preto f*+3) (s5) ma opacné
znamienko ako kékﬂ).

Ak K > 0, tak f*+3) (o) < 0. Podla vety o priebehu funkcie ma f (s) v so
ostré lokdlne maximum a krivost krivky ma v bode P (sg) ostré lokidlne minimum.
To znamena, ze vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (sg) v bode
P (s09) mé ostré lokdlne maximum, preto v blizkosti sq lezia body P (s) krivky vnitri
tejto kruznice. Krivka lezi teda lokalne v okoli bodu sq vnitri oskula¢nej kruznice
v bode P (s0).

Ak KV <0, tak f0+3) (s9) > 0. Podla vety o priebehu funkcie ma f (s) v so
ostré lokdlne minimum a krivost krivky mé v bode P (sq) ostré lokalne maximum.
To znamena, ze vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice S (sg) v bode
P (sp) méa ostré lokalne minimum, preto v blizkosti sq lezia body P (s) krivky zvonka
tejto kruznice. Krivka lezi teda lokalne v okoli bodu sy zvonka oskulacnej kruznice

v bode P (s).
2. ak k je parne, tak (k + 3) je neparne a plati:

FEH3) (50) = 2 ((Ag — rong) ((aras (50) to + Brgs (50) o) + Yrrs (50))),

kde
k42
s (50) = (1) K2 4y (ko, B CAY
Br+s (s0) = /f(()kﬂ) + bivs (ko, ces k?(()k_l)>7

VE+3 (50> = Ck+3 (kOa SR k[()kil)>
Vyuzijic, 7e Ag = 0, ngtg = 0, totg = 1, kW (s0) = 0,..., k" (s0) = 0 a tym aj
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Ck13 <k0, cee k(()k*l)) =0 a bgss (ko, e kékil)) = 0 dostavame:
FOH (50) = 2 (—rokg’““)) = 2ok £ 0, lebo kY £ 0

Vieme, Ze polomer oskula¢nej kruznice 7o je kladny, preto f*+3) (s5) ma opacné
znamienko ako k((]k+1).

Ak k:(()kﬂ) > 0, tak f+3) (s0) < 0. Podla vety o priebehu funkcie f (s) v s s rastiicim
s lokalne klesa a krivost krivky v bode P (sg) s rastiicim s rastie. To znamena, 7Ze
pre s blizke sq a vicsie ako sq vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice
S (so) v bode P (sg) klesa, preto pre také ¢isla s lezia body krivky vnitri kruznice.
Z rovnakého dovodu lezia body P (s) pre s blizke k sy a mensie ako sy zvonka osku-
la¢nej kruznice v bode P (sp).

Ak k;(()kﬂ) < 0, tak f*+3) (s59) > 0. Podla vety o priebehu funkcie f (s) v s s rastticim
s lokalne rastie a krivost krivky v bode P (sg) s rastticim s rklesa. To znamena, Ze
pre s blizke sy a vicsie ako sq vzdialenost bodov P (s) od stredu oskula¢nej kruznice
S (sp) v bode P (s¢) rastie, preto pre také ¢isla s lezia body krivky zvonka kruznice.

Z rovnakého dovodu lezia body P (s) pre s blizke k sy a mensie ako sg vnttri osku-

la¢nej kruznice v bode P (sp). O

Predchadzajtca veta hovori o tom, aké je vzadjomné poloha krivky oskulacnej kruznice
vo vrchole vysSieho radu. Teraz uz mame predstavu, aky je vztah oskula¢nej kruznice
a krivky nielen vo vSeobecnom bode a obyc¢ajnom vrchole, ale aj vo vrchole vyssieho

réadu.
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Obr. 2.7: Oskula¢na kruznica krivky danej predpisom f (z) = x® + 0,08z + 0, 222
vo vrchole druhého radu

Obr. 2.8: Oskula¢né kruznica krivky vo vrchole druhého radu, krivka prechadza z
jednej strany kruznice na druhu
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Obr. 2.9: Oskula¢na kruznica krivky danej predpisom f (z) = 2% + 0,08z* + 0, 222
vo vrchole tretieho radu

Obr. 2.10: Oskula¢na kruznica krivky vo vrchole tretieho radu, krivka lezi na jednej
strane kruznice
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Oskulacna kruznica krivky vo vrchole vyssieho radu

Obr. 2.11: Oskula¢na kruznica krivky danej predpisom f (z) = 27 + 2* + 22 vo
vrchole tretieho radu

Obr. 2.12: Oskula¢na kruznica krivky danej predpisom f (z) = 1,425 + 2* + 22 vo
vrchole §tvrtého radu
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Kapitola 3

Vizualizacia vybranych vlastnosti

kriviek a oskula¢nej kruznice

Stcastou prace je program sluziaci predovSetkym na vizualizaciu oskulacnej kruznice
krivky v nevrchole, v oby¢ajnom vrchole ako aj vo vrchole vysgieho radu. Okrem
toho umoznuje sledovat a vizualizovat aj niekotré iné vybrané vlastnosti zvolenej
krivky.

Program je napisany v programovacom jazyku C-+-, pricom na vykreslovanie sa

pouziva grafickd kniznica OpenGL.

Vysledna aplikicia sa sklada z jedného hlavného okna, ktoré je rozdelené na 7 casti.
Z toho najvacsia ¢ast sluzi na vykreslovanie a dalsich 6 panelov na rozne nastavenia

vykresTovanych objektov.

Napravo od vykreslovacieho okna sa nachadza panel sliZiaci na nastavenie intervalov
v z-ovom a y-ovom smere, v ktorych sa bude vykreslovat. Uzivatel nastavuje rozsah
intervalu v z-ovom smere zadanim hodnoét x,,;, a ;.. a rozsah v y-ovom smere
volbou hodnot y,min & Ymae. Aplikicia umoznuje zadavat do prislusnych polic¢ok
bud celé alebo desatinné ¢isla, pricom z dovodu jednoduchsSej prace s vykreslo-
vanim sa zadané desatinné ¢isla automaticky prepisuji na najblizsie celé ¢islo alebo

na najblizsie desatinné ¢islo, ktorého desatinna cast je 0.5. Uzivatel svoju volbu
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Obr. 3.1: Okno otvorené po spusteni programu

potvrdzuje stlacenim tlac¢itka Nastav, pricom sa to automaticky prejavi aj v okne
sliziacom na vykrelovanie. Na tomto paneli sa nachédza aj zaSkrtavacie policko,

ktoré umoznuje vol'bu, ¢i sa pri kresleni bude alebo nebude zobrazovat mriezka.

Pod vykreslovacim oknom sa pozdlz celej sirky hlavného okna nachadzaju dalsie
panely sltiziace na pracu so samotnou krivkou. Prvy z tychto panelov sluzi na
vykreslenie samotnej krivky. Hlavnym dovodom, pre ktory tento jednoduchy pro-
gram vznikol je ten, aby sa vizualizovali vysledky dosiahnuté v praci a vzajomna
poloha oskulacnej kruznice a krivky v jej roznych bodoch. KedZe pri hladani prikla-
dov kriviek s vrcholmi vy$8ych radov sa pracuje s grafom funkcie y = f (z), tento
program umoziuje zadavat krivku v tomto tvare. Uzivatel krivku ur¢i zadanim koefi-
cientov pred mocniny premennej z, pricom najvyssia mocnina je 8. Tieto koeficienty

mozu byt rovnako celociselné, ako aj desatinné ¢isla. Stlacenim tlacitka Kresli sa
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zvolend krivka vykresli.

(B st rnica vy LI = B Grvoicni vnica ovky L I
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Obr. 3.2: Vykreslenie grafu funkcie s mriezkou a bez mriezky

Dalsi panel slizi na vyber a vykreslenie bodu na zadanej krivke. Panel obsahuje
posuvnu listu, ktord urcuje z-ovi suradnicu vybraného bodu. Jej poloha sa meni
pomocou Sipok umiestnych napravo od listy. Vybrany bod sa do vykreslovacieho

okna nakresli zaskrtnutim policka Kresli bod.

Napravo od tohto panelu sa nachadza panel, ktory umoznuje vykreslit dotykovy a
norméalovy vektor krivky vo vybranom bode. Na volbu, ¢i sa maji alebo nemaja

tieto vektroy kreslit, opat sluzi zasktavacie policko.

V spodnej ¢asti hlavného okna sa nachadzaji panely sliziace na pracu s oskula¢nou

kruznicou krivky.

V Tavom z nich sa vypisuju udaje tykajuce sa oskulacnej kruznice krivky v jej zvo-
lenom bode, t.j. krivost krivky, polomer a stradnice stredu oskula¢nej kruznice.
V pravej casti tohto panelu st umiestnené zaskrtavacie policka. Prvé z nich slizi na
vykreslenie oskula¢nej kruznice krivky. Po zaSkrtnuti druhého policka sa spusti ani-
macia, ktora umoziuje uzivatelovi sledovat, ako sa meni poloha oskula¢nej kruznice
pozdlz krivky. Poloha zvoleného bodu sa automaticky meni, jeho z-ové stiradnica sa
zvySuje, az kym sa nedosiahne maximalna mozné hodnota x = 10 na posuvnom pa-
neli. Potom sa hodnota x-ovej siradnice zacne znizovat, az po minimalnu hodnotu
x = —10. Tento cyklus sa opakuje, az kym sa animécia odskrtnutim prislusného

policka nezastavi.
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Obr. 3.3: Kreslenie dotykového a norméalového vektora krivky

Vyber bodu krivky Dotykovy a normdlovy vektor krivky
| f I
I T T T e T R \
10 5 0 5 10 ¥ Kresli bod [ Eresli dotykovy a normilovy vektor krivky

Oskulaénd krugnica krivky Oskulaénd kruinica krivky ake Hmita polsh knusnic prechddzajiicich jej bodmi

Krivostkrivky: 2 [~ Eresli ousnicu ] J P1 P2 | J 4110
0. TG L. Ve e

Polomer kruznice: 0.5 [~ Spusti animdciu I q a o o 0
Stred kwimnice: {0,-15) I¥ Eresli krusmicu [ Spusti animdcin

Obr. 3.4: Panely sliziace na pracu s oskula¢nou kruznicou krivky

Posledny panel slazi na vizualizaciu vety, ktora hovori o oskula¢nej kruznici ako o
limite poloh kruznic prechadzajucich dvoma bodmi krivky bliziciach sa k vybranému

bodu. Tento panel obsahuje 2 posuvne listy sluziace na volbu tychto dvoch bodov

krivky, bodov P, a Ps.

Zaskrtnutim policka Kresli kruznicu sa nakresli kruznica prechadzajica zvolenym

bodom krivky a bodmi P, a P,. Zaroven sa vykreslia aj prislusné body, pricom P;
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Obr. 3.5: Kreslenie oskulacnej kruznice krivky

a P, su nakreslené modrou farbou, ¢im su farebne odlisené od zvoleného ¢erveného

bodu.

Druhé poli¢ko slizi na spustenie animécie, ktord znazoriiuje uz spominant vetu. Ak
sa bod P; zvoli nalavo od bodu krivky a P, napravo od tohto bodu, tak po spusteni
animéacie sa x-ova siradnica bodu P; zvySuje a z-ova siradnica bodu P, znizuje,
¢im sa tieto bod blizia k vybranému bodu krivky. Animécia sa zastavi vo chvili,
ked poloha bodov P; a P, dosiahne polohu zvoleného bodu krivky a vykresli sa
oskulac¢nd kruznica krivky.

V pripade, ze sa body Py a P, zvolia v inej polohe vzhladom na vybrany bod krivky,
tak sa animéacia zastavi aZz v momente, ked poloha bodu P; bude totoZna s polohou
zvoleného bodu alebo dosiahne maximalnu hodnotu x = 10 a poloha bodu P bude

totozna s polohou zvoleného bodu alebo dosiahnu minimélnu hodnotu z = —10.
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Obr. 3.6: Kreslenie kruznice krivky prechadzjicej jej troma bodmi

Ovladanie programu je naozaj jednoduché a daji sa pomocou neho vizualizovat
niektoré vlastnosti kriviek opisané v tejto praci. Prave pomocou neho vznikla aj

vac¢sina pouzitych obrazkov.
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Zaver

Hlavnym cielom tejto prace bolo ukézat, ako sa oskula¢né kruznica krivky sprava
v roznych bodoch krivky. Vychédzalo sa z poznatkov, Ze vo vSeobecnom bode krivka
prechadza z jednej strany oskulacnej kruznice na druht, pricom v obyc¢ajnom vrchole,
teda vo vrchole prvého radu, krivka ostava na jednej strane oskulacnej kruznice.
Na zéaklade toho sa vyslovilo a nasledne dokazalo tvrdenie, ktoré hovori, Ze vo vrchole
neparneho radu krivka ostava v blizkosti vrchola na jednej strane oskulac¢nej kruznice
a vo vrchole parneho radu krivka prechadza z jednej strany oskula¢nej kruznice
na druhd. Tento ciel prace sa podarilo splnit, pricom sa dosiahnuté vysledky aj
vizualizovali pre ich lepSiu predstavu.

Pri tvorbe tejto prace sa pracovalo nielen s oskulacnou kruznicou krivky, ale aj
s vrcholmi vys$sich radov, o ktorych v literatire najdeme len mélo zmienok. Preto
snahou bolo urc¢it predpis, ktory by umoznil najst vrcholy T'ubovolného radu vy-
branej skupiny kriviek. Vypocty ukézali, Ze tento predpis nevieme len tak l'ahko
najst a kedZe to ani nebolo hlavnou tlohou tejto prace, dalej sa touto naro¢nou
a dlhou cestou neuberalo.

Aj ked predpis krivky s vrcholom Iubovolného radu sa nenasSiel, nasli sa priklady
kriviek, ktoré maju vrcholy az radu 4. V budicnosti by sa praca mohla rozsirit tym,
7e by sa odvodil predpis pre krivku, ktora by mala vrchol n-tého radu.

Velmi velka ulohu pri vizualizacii dosiahnutych vysledkov a ilustréacii niektorych
vlastnosti kriviek zohral program vytvoreny k tejto préaci. Jeho funkénost je opisana

v poslednej kapitole.

66



Literatura

[BCP03]

[BELO6|

[BOZ07]

[BOZ08|

|GIBO1]

[HKO07]

[JARG63]

T. BANCHOFF, S. CHERN, and W. POHL. Differential
Geometry of Curves and Surfaces. Dostupné na internete:

http://www.math.brown.edu/ banchoff/mal06 2003 /chernl.pdf, 2003.

A. BELYAEV. Plane and Space Curves. Curvature. Curvature-based
Features. ~ Dostupné na internete: http://www.mpi-inf.mpg.de/ ag4-
gm /handouts/curves.pdf, 2006.

M. BOZEK. Krivky I - ucebné texty. Fakulta matematiky, fyziky a infor-

matiky Univerzity Komenského, Bratislava, 2007.

M. BOZEK. O nespravnej predstave oskulanej kruznice rovinnej krivky.
In Zbornik prispevkov z konferencie EMATIK 2008, pages 11-18. ISBN 978-
80-89186-55-6, Knizni¢né a edi¢né centrum FMFI UK, Bratislava, 2008.

C. G. GIBSON. Elementary Geometry of Differentiable Curves: an Un-
dergraduate Introduction. Cambridge University Press, 2001.

S. HERMANN and R. KLETTE. A Comparative Study on 2D Cur-
vature Estimators. In Proceedings of the International Conference on
Computing: Theory and Applications. 2007.  Dostupné na internete:
http://www.computer.org/portal/web /csdl/doi/10.1109/ICCTA.2007.2.

V. JARNIK. Diferencidlni pocet I. Nakladatelstvi CSAV Praha, 1963.

67



LITERATURA

[JEZ09] F. JEZEK. Diferencidlni geometrie - Pomocnyj wucebni text -
dil 1. Zapadoceska univerzita v Plzni, Fakulta aplikovanych véd, Plzen,
2009. Dostupné na internete: http://www.fd.cvut.cz/personal /voracsar

/GeometriePG/PGR020/DG _ Jezek01.pdf.

|OSC| Curves in Plain - Another approach to the osculating circle.
http://home.scarlet.be/ “pingl339/curves.htm.

[SCH10] T. SCHIFRIN. DIFFERENTIAL GEOMETRY: A First Course in Curves
and Surfaces. University of Georgia, 2010. Dostupné na internete:

http://www.math.uga.edu/ shifrin /ShifrinDiffGeo.pdf.

68



