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Abstrakt

BAKUROVÁ, Viktória. Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu [diplo-

mová práca]. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a in-

formatiky; Katedra algebry, geometrie a didaktiky matematiky. Vedúci práce: doc.

RNDr. Milo² Boºek CSc., Bratislava: FMFI UK, 2010.

Oskula£ná kruºnica krivky zostrojená v jej rôznych bodoch dáva základnú pred-

stavu o krivkách a niektorých jej vlastnostiach. Cie©om tejto práce je opísa´, aká je

vzájomná poloha oskula£nej kruºnice a krivky nielen vo v²eobecnom bode

a v oby£ajnom vrchole krivky, ale hlavne vo vrchole vy²²ieho rádu.

Diplomová práca oboznamuje £itate©a so základnými pojmami týkajúcich sa kri-

viek a s pojmami oskula£ná kruºnica, vrchol krivky a vrchol vy²²ieho rádu. Práve

dobré zvládnutie týchto pojmov je nevyhnutné k ²túdiu a pochopeniu hlavnej £asti

práce zaoberajúcej sa otázkou, ako sa správa krivka vzh©adom k oskula£nej kruºnici

vo vrchole rôzneho rádu. Uvedené sú aj príklady kriviek majúce vrcholy vy²²ieho

rádu, ktoré v beºne dostupnej literatúre zaoberajúcej sa krivkami nenájdeme. Práca

poskytuje nielen teoretický opis a preh©ad danej problematiky, ale pomocou vizua-

liza£ného nástroja, ktorý vznikol pre ú£ely tejto práce, sa snaºí £itate©ovi opísané

pojmy a tvrdenia priblíºi´ a predstavi´ aj formou obrázkov.

K©ú£ové slová: krivka, prirodzená parametrizácia krivky, oskula£ná kruºnica, vrchol

krivky, vrchol vy²²ieho rádu



Predhovor

S pojmom krivka sa stretávame nielen v geometrii a po£íta£ovej gra�ke, ale v rôznych

podobách aj v iných vedných a technických disciplínach. Z h©adiska geometrie sa

krivkami zaoberá najmä diferenciálna geometria, ktorá skúma predov²etkým vlast-

nosti zakrivených geometrických objektov, medzi ktoré patria aj krivky rozmanitých

tvarov.

S rôznymi krivkami sa môºeme stretnú´ v matematickej analýze. Tu sa pod krivkou

rozumujú grafy funkcií jednej premennej. Reprezentácia kriviek v podobe grafov

funkcií v²ak nie je posta£ujúca na vyjadrenie mnohých kriviek, ako je napríklad

kruºnica a elipsa. Preto v diferenciálnej geometrii sa krivky opisujú parametrickým

vyjadrením.

Krivky sa v geometrii opisujú pomocou bodových a vektorových funkcií jednej pre-

mennej a ich deriváciami. Pomocou nich sa zavádza pojem paramtrického vyjadrenia

krivky. Aj ke¤ by sa mohlo zda´, ºe pojem krivky sa dá zavies´ ve©mi jednoduchým

spôsobom, nie je to tak. Na de�novanie krivky sa pouºíva práve jej parametrické

vyjadrenie.

S krivkou súvisia aj iné pojmy opisujúce jej vlastnosti a tvar. Doty£nica a normála

krivky vyjadrujú jej priebeh v blízkosti bodu, v ktorom sú zostrojené. D¨ºka krivky

umoº¬uje zavies´ prirodzenú parametrizáciu krivky.

Významným a dôleºitým pojmom, ktorý v ur£itom zmysle opisuje tvar krivky, je jej

krivos´. Niektoré krivky sú zakrivené viac, niektoré menej, niektoré v kaºdom bode

rovnako, iné v kaºdom bode iná£. Krivos´ je £íslo, ktoré vyjadruje ve©kos´ zakrivenia



krivky v jednom jej bode.

S pojmom krivosti úzko súvisia pojmy polomer a stred krivosti, pomocou ktorých

sa de�nuje oskula£ná kruºnica, jeden z ústredných pojmov pouºitých v tejto práci.

Na krivkách môºeme nájs´ okrem jej v²eobecných bodov aj geometricky význam-

nej²ie body - vrcholy rôznych rádov.

Vrámci tejto práce sa stretneme nielen so zavedením spomínaných pojmov týkajú-

cich sa kriviek, ale aj s opisom vz´ahu oskula£nej kruºnice a krivky v jej rôznych

bodoch, hlavne vo vrcholoch vy²²ích rádov. Dôvod, pre£o kladieme dôraz na vrcholy

vy²²ích rádov, je ten, ºe v literatúre nájdeme ve©mi málo o takýchto vrcholoch a je

zaujímavé sledova´, ako rád vrcholu ovplyvní polohu krivky vzh©adom na oskula£nú

kruºnicu v takomto vrchole.
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Úvod

Krivky a základné pojmy s nimi súvisiace sú predmetom ²túdia £asti matematiky

nazvanej diferenciálna geometria. V²etky základné vlastnosti kriviek od ich de�nície

aº po krivos´ krivky sú opísané vo vo©ne dostupnej literatúre, ako aj v u£ebných

textoch zameraných práve na diferenciálnu geometriu.

Ako vieme, kaºdá krivka sa skladá z mnoºiny bodov ur£itých vlastností. V tejto

mnoºine bodov nájdeme také body krivky, ktoré sú nejakým spôsobom iné

od zvy²ných. Takéto body sa nazývajú vrcholy a ich de�nícia je spojená s krivos´ou

krivky a jej deriváciami.

Vrchol krivky je tieº známym a £asto spomínaným pojmom v literatúre. Av²ak ve©mi

málo sa hovorí o vrcholoch vy²²ích rádov a e²te menej o krivkách, ktoré takéto

vrcholy majú.

Jedným z cie©ov tejto práce bolo nájs´ v²eobecný predpis, ktorý by umoºnil nájs´

pre vybranú skupinu kriviek vrchol ©ubovo©ného rádu. Tento predpis sa nepoda-

rilo ur£i´, napriek tomu v²ak snaha nájs´ ho viedla k nájdeniu konkrétnych kri-

viek, ktoré vrcholy vy²²ích rádov majú. Tejto problematike je venovaná podkapitola

2.2 Príklady kriviek s vrcholmi vy²²ích rádov.

Mnohé lokálne vlastnosti kriviek vieme opísa´ pomocou oskula£nej kruºnice krivky.

Jej zavedenie súvisí s krivos´ou krivky. To, ako sa oskula£ná kruºnica správa

vo v²eobecnom bode a v oby£ajnom vrchole krivky je tieº známe. Hlavným cie©om

tejto práce bolo zisti´ a ukáza´, ako sa bude oskula£ná kruºnica správa´ vo vrchole

©ubovo©ného vy²²ieho rádu. Podarilo sa vyslovi´ a dokáza´ tvrdenie hovoriace

o tomto vz´ahu, hovorí o tom Veta 2.4.3. Ukazuje sa, ºe kvalita vz´ahu krivky k
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jej oskula£nej kruºnici vo vrchole vy²²ieho rádu je ur£ená paritou rádu vrchola.

Z dôvodu, aby sme neostávali len pri teoretickom opise kriviek a ich vlastností, ako

aj oskula£nej kruºnice krivky, k práci vznikol aj program slúºiaci na vizualizáciu

vybraných vlastností.

Diplomová práca je rozdelená na tri kapitoly. Prvá kapitola uvádza £itate©a

do problematiky zavedením a vysvetlením pojmov týkajúcich sa kriviek, ktoré sa

¤alej pouºívajú v práci.

Hlavnú £as´ práce tvorí druhá kapitola. Na jej za£iatku sa zavádza pojem vrchol

krivky, pri£om sa rozli²uje medzi oby£ajným vrcholom a vrcholom vy²²ieho rádu.

Opísané sú nájdené príklady kriviek s vrcholmi rôznych rádov a tieto opisy sú do-

plnené aj ilustra£nými obrázkami.

V tejto kapitole sú vyslovené tvrdenia hovoriace o oskula£nej kruºnici krivky

vo v²eobecnom bode a v oby£ajnom vrchole. V závere sa hovorí o oskula£nej kruºnici

vo vrchole vy²²ieho rádu. Práve tu sú vyslovené a dokázané najdôleºitej²ie tvrde-

nia práce. Aj táto £as´ je doplnená o obrázky ilustrujúce oskula£nú kruºnicu krivky

vo vrcholoch rôznych rádov.

Tretia kapitola je venovaná programu, ktorý slúºi na vizualizáciu vybraných vlast-

ností kriviek. Obrázky pouºité v tejto kapitole sú zobrazením rôznych výstupov

a nastavení, ktoré program umoº¬uje.
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Kapitola 1

Vybrané vlastnosti rovinných kriviek

V úvodnej kapitole práce zade�nujeme krivky v rovine pomocou parametrického

vyjadrenia a opí²eme ich základné vlastnosti, s ktorými sa stretneme v ¤al²ej £asti

práce a ktoré budeme nejakým spôsobom potrebova´. V²etky pojmy pouºité v tejto

£asti práce, rovnako ako aj tvrdenia vyslovené v tejto kapitole, sú dostupné v litera-

túre, napr. [GIB01], [BO�07], [JE�09], [SCH10], [BCP03], [BEL06], [HK07]. Ke¤ºe

ide len o základné vlastnosti kriviek, predpokladáme, ºe sú £itate©om známe, preto

tvrdenia a vety budeme v niektorých prípadoch uvádza´ bez dôkazov.

1.1 De�nícia krivky a jej parametrické vyjadrenie

S pojmom krivka sa stretávame v matematike aj v iných vedných disciplinách

pomerne £asto, napriek tomu neexistuje jednotná a univerzálna de�nícia opisujúca

tento pojem. Pod krivkou si vä£²inou predstavujeme mnoºinu bodov s nejakými

vlastnos´ami.

V diferenciálnej geometrii a v po£íta£ovej gra�ke sa krivky naj£astej²ie zadávajú

parametricky prostredníctvom bodovej funkcie jednej premennej.

De�nícia 1.1.1 (Bodová funkcia jednej premennej v rovine a jej derivácia):

Bodová funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie P : I → E2, kde I ⊆ R je

3



De�nícia krivky a jej parametrické vyjadrenie

interval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kaºdému reálnemu £íslu z intervalu I pri-

radí bod v rovine. Klasický zápis bodovej funkcie jednej premennej je P = P (t),

kde t ∈ I nazývame parametrom bodu P (t). V súradniciach vyzerá tento zápis

nasledovne: P (t) = (x (t) , y (t)), t ∈ I. V tomto vyjadrení nazývame výsledné

funkcie x, y : I → R súradnicami zobrazenia P . Pod deriváciou bodovej funkcie

P (t) = (x (t) , y (t)) v bode t0 ∈ I rozumieme vektor P ′ (t0) = (x′ (t0) , y
′ (t0)) .

De�nícia 1.1.2 (Vektorová funkcia jednej premennej):

Vektorová funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie u : I → E2, kde I ⊆ R je

interval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kaºdému reálnemu £íslu z intervalu I pri-

radí vektor v rovine. Klasický zápis vektorovej funkcie jednej premennej je u = u (t),

kde t ∈ I. V súradniciach vyzerá tento zápis nasledovne: u (t) = (x (t) , y (t)),

t ∈ I. V tomto vyjadrení nazývame výsledné funkcie x, y : I → R súradnicami

zobrazenia u.

Poznámka: Prvá, ako aj v²etky vy²²ie derivácie bodovej funkcie jednej premen-

nej sú vektorové funkcie jednej premennej. V²etky derivácie vektorovej funkcie sú

vektorové funkcie.

De�nícia 1.1.3 (Parametrické vyjadrenie krivky v rovine):

Pod parametrickým vyjadrením krivky v rovine rozumieme bodovú funkciu jednej

premennej P : I → E2, kde I ⊆ R, pri£om poºadujeme hladkos´ a regulárnos´ tejto

funkcie. Pod hladkos´ou zobrazenia P (t) = (x (t) , y (t)) rozumieme skuto£nos´, ºe

v kaºdom parametri t majú výsledné komponenty x a y derivácie v²etkých rádov.

Regulárnos´ zobrazenia znamená, ºe pre ©ubovo©né t ∈ I je P ′ (t) 6= 0.

Poznámka: Z dôvodu, aby sme poºiadavkou regulárnosti nevylú£ili spomedzi

kriviek príli² ve©kú skupinu nesp¨¬ajúcu túto podmienku, pripú²´ame výskyt nieko©-

kých bodov, pre ktoré podmienka regulárnosti nie je splnená. Body krivky

s parametrizáciou P (t), pre ktoré P ′ (t) = 0, nazývame singulárne body krivky,

ostatné body sú regulárne.
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De�nícia krivky a jej parametrické vyjadrenie

Obr. 1.1: Krivka daná parametricky

Zdroj: [JE�09]

Na základe zavedenia pojmu parametrického vyjadrenia krivky teraz môºeme krivku

chápa´ takto: krivka je ur£ená svojou parametrizáciou, t.j. hladkou a regulárnou (aº

na výnimku kone£ného po£tu bodov) bodovou funkciou jednej premennej.

Poznámka: Krivku ur£enú parametrizáciou P (t) zjednodu²ene nazývame

�krivka P (t)�.

Krivka svojou parametrizáciou nie je ur£ená jednozna£ne, rôzne parametrizácie môºu

ur£ova´ tú istú krivku. Niekedy je dokonca vhodná zmena parametrizácie krivky.

Nasledujúca de�nícia hovorí o tom, ako parametrizáciu zmeni´:

De�nícia 1.1.4 (Zmena parametrizácie krivky):

Nech je daná krivka P (t), t ∈ I. Nech J je nejaký interval a na nej nech je de�-

nované zobrazenie ϕ : J → R také, ºe t = ϕ (u). Od zobrazenia ϕ poºadujeme

hladkos´, regulárnos´ a surjektívnos´, pri£om pod surjektívnos´ou tohto zobrazenia

rozumieme to, ºe interval J sa zobrazuje na interval I. Nová parametrizácia Q (u)

krivky P (t) bude také parametrické vyjadrenie tejto krivky, pre ktoré bude plati´:

Q (u) = P (ϕ (u)), u ∈ J . Zmenu parametrizácie krivky nazývame reparametrizácia.

Poznámka: Kaºdá krivka má nekone£ne ve©a parametrizácií.
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Doty£nica a normála rovinnej krivky

1.2 Doty£nica a normála rovinnej krivky

Majme danú krivku prirodzenou parametrizáciou P (t), t ∈ I.

De�nícia 1.2.1 (Dotykový a normálový vektor krivky):

Dotykový vektor krivky T (t) v parametri t0 je de�novaný ako vektor

T (t0) = P ′ (t0) = (x′ (t0) , y
′ (t0)).

Normálový vektor krivky v parametri t0 je de�novaný ako vektor, ktorý dostaneme

oto£ením dotykového vektora v rovnakom parametri o +90◦. Normálový vektor krivky

sa ozna£uje N (t) a vyzerá nasledovne: N (t0) = (−y′ (t0) , x′ (t0)).

De�nícia 1.2.2 (Doty£nica a normála krivky):

Nech je dané £íslo t0 ∈ I.

Doty£nica krivky v regulárnom bode P (t0) je priamka ur£ená bodom P (t0)

a dotykovým vektorom T (t0) = (x′ (t0) , y
′ (t0)). Doty£nica rovinnej krivky je teda

vyjadrená rovnicou (x (t)− x (t0)) y
′ (t0)− (y (t)− y (t0))x

′ (t0) = 0.

Normála krivky v regulárnom bode P (t0) je priamka ur£ená bodom P (t0) a nor-

málovým vektorom N (t0) = (−y′ (t0) , x′ (t0)). Doty£nica rovinnej krivky je teda

vyjadrená rovnicou (x (t)− x (t0))x
′ (t0) + (y (t)− y (t0)) y

′ (t0) = 0.

Poznámka: Doty£nica aj normála krivky sú de�nované len v regulárnych bodoch

krivky. Tento predpoklad zabezpe£í, ºe dotykový a normálový vektor sú nenulové.

V singulárnom bode sa doty£nica a normála nede�nujú.

V ¤al²om texte sa £asto budeme stretáva´ s pojmom jednotkový vektor doty£nice

a normály, ktoré vieme dosta´ práve ortomormalizáciou dotykového a normálového

vektora krivky. Nasledujúca veta hovorí o tom, ako tieto vektory vyjadri´ pomocou

paramtrizácie krivky a jej derivácií.

Veta 1.2.1 (Jednotkový vektor doty£nice a normály):

Na doty£nici a normále krivky v jej nein�exnom bode leºia jednotkové vektory

t a n, ktoré vznikajú ortonormalizáciou vektorov P ′ a P ′′:
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Prirodzená parametrizácia rovinnej krivky

t =
P ′

|P ′|
, n =

(P ′P ′)P ′′ − (P ′P ′′)P ′

|(P ′P ′)P ′′ − (P ′P ′′)P ′|
= sgn det (P ′, P ′′) (⊥t)

Nazývajú sa jednotkový vektor doty£nice a normály.

Dôkaz. Vz´ah pre jednotkový normálový vektor dostávame priamou ortonormalizá-

ciou vektora T = P ′. Vz´ah pre jednotkový normálový vektor dostaneme priamym

výpo£tom (P ′P ′)P ′′−(P ′P ′′)P ′

|(P ′P ′)P ′′−(P ′P ′′)P ′| , pri£om si treba uvedomi´, ºe ak vektor t = (a, b), tak

⊥t = (−b, a).

Obr. 1.2: Jednotkový dotykový a normálový vektor krivky

De�nícia 1.2.3 (In�exný bod krivky):

Bod P (t) rovinnej krivky nazývame in�exným bodom krivky, ak vektory P ′ (t) a

P ′′ (t) sú lineárne závislé. Ak sú tieto vektory lineárne nezávislé, hovoríme o nein-

�exnom bode krivky.

1.3 Prirodzená parametrizácia rovinnej krivky

Jedna z vlastností krivky danej parametricky je jej d¨ºka na podintervale jej de�-

ni£ného oboru. Pomocou nej vieme krivku de�nova´ prirodzenou parametrizáciou.

Takáto parametrizácia má z h©adiska geometrie kriviek viacero zaujímavých vlast-

ností.
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De�nícia 1.3.1:

Nech P : I = 〈a, b〉 → R2 je krivka daná parametricky. Potom pre ©ubovo©ný para-

meter t taký, ºe a ≤ t ≤ b je de�novaná d¨ºka oblúka z a do t nasledovnou funkciou:

s (t) =

∫ t

a

|P ′(u)|du,

kde |P ′(u)| =
√

(x′ (u))2 + (y′ (u))2 je d¨ºka vektora P ′ (u).

Poznámka: Funkcia s (t) ur£uje vlastne vzdialenos´ bodov P (a) a P (t) pozd¨º

krivky. Ak zderivujeme túto funkciu pod©a parametra t, dostaneme nasledovný

vz´ah: s′ (t) = |P ′ (t)|. Derivácia tejto funkcie hovorí o tom, ako sa mení d¨ºka

oblúka vzh©adom na parameter t.

De�nícia 1.3.2:

Nech P : I = 〈a, b〉 → R2 je krivka daná parametrickým vyjadrením. Nech

D = {a = t0<t1 < . . . < tk = b} je nejaké delenie intervalu 〈a, b〉 . Potom apro-

ximácia d¨ºky krivky P pri delení D je ur£ená nasledovným vz´ahom:

l (P,D) =
k∑

i=1

|P (ti)− P (ti−1) |

Aproximácia d¨ºky krivky P pri delení D je teda rovná d¨ºke vpísaného polygónu

s vrcholmi P (t0) , . . . , P (tk).

Poznámka: Pomocou predchádzajúcej de�nície sa de�nuje d¨ºka krivky ako supré-

mum v²etkých moºných aproximácií d¨ºok krivky P pri rôznych deleniach D, t.j.

l (P ) = sup{l (P,D) : D je delenie 〈a, b〉}.

Z tejto skuto£nosti vyplýva nasledujúca veta:

Veta 1.3.1 (D¨ºka krivky):

Nech máme danú krivku parametrizáciou P (t), t ∈ 〈a, b〉 . Potom pre d¨ºku krivky

l (P ) platí:

l (P ) =

∫ b

a

|P ′(t)|dt
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Obr. 1.3: Aproximácia d¨ºky krivky ako d¨ºka vpísaného polygónu pri nazna£enom
delení intervalu

Zdroj: [SCH10]

Krivku v rovine môºeme ma´ vyjadrenú aj funkciou y = f (x), x ∈ 〈a, b〉 . Krivka

vyjadrená takouto rovnicou má parametrické vyjadrenie P (t)= (t, f (t)). Dotykový

vektor takejto krivky má tvar P ′ (t) = (1, f ′ (t)). Zo vz´ahu pre výpo£et d¨ºky krivky

vieme po£íta´ d¨ºku grafu tejto funkcie nasledovne:

l =

∫ a

b

√
1 + (f ′ (x))2dx

Po zavedení pojmu d¨ºka krivky vieme de�nova´ prirodzenú parametrizáciu krivky:

De�nícia 1.3.3 (Prirodzená parametrizácia krivky):

Nech je daná krivka parametrizáciou P (t). Táto parametrizácia sa nazýva prirodzená

parametrizácia alebo parametrizácia oblúkom, ak pre kaºdý podinterval 〈a, b〉 ⊂ I

sa d¨ºka krivky zúºenej na interval 〈a, b〉 rovná d¨ºke zodpovedajúceho podintervalu

de�ni£ného oboru, t.j. platí:

l(P |〈a,b〉) = b− a pre kaºdé 〈a, b〉 ⊂ I
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Prirodzená parametrizácia rovinnej krivky

Veta 1.3.2:

Krivka je daná prirodzenou parametrizáciou práve vtedy, ak pre ©ubovo©né t ∈ 〈a, b〉

platí, ºe |P ′ (t) | = 1.

Dôkaz. Predchádzajúca veta vyplýva priamo z de�nície d¨ºky krivky.

Z kaºdej regulárnej parametrizácie krivky môºeme vhodnou substitúciou dosta´

prirodzenú parametrizáciu krivky. Kaºdá krivka má nekone£ne ve©a prirodzených

parametrizácií. Ak P je regulárna krivka daná parametricky a d¨ºka oblúka krivky

z a do t je daná ako s (t) =
∫ t

a
|P ′(u)|du, tak funkcia s (t) je rastúca, pretoºe pre jej

deriváciu platí: s′ (t) = |P ′ (t) | a teda s′ (t) > 0 pre kaºdé t ∈ 〈a, b〉 . K funkcii s (t)

existuje inverzná funkcia, ozna£me ju t = t (s).

Nech teraz Q (s) je nová parametrizácia, ktorá vznikla z pôvodnej parametrizácie

nasledovne: Q (s) = P (t (s)). Pre jej deriváciu platí:

Q′ (s) = Q′ (t (s)) t′ (s) =
P ′ (t (s))

s′ (t (s))
=

P ′ (t (s))

|P ′ (t (s)) |

To ale znamená, ºe ve©kos´ vektora Q′ (s) = 1 a teda parametrizácia Q (s) je

prirodzenou parametrizáciou krivky.

Poznámka: Aby sme vedeli vizuálne odlí²i´ prirodzenú parametrizáciu od regu-

lárnej parametrizácie, parameter prirodzenej parametrizácie sa ozna£uje s.

Prirodzená parametrizácia rovinnej krivky má viacero zaujímavých vlastností. O

niektorých z nich hovorí nasledujúca veta:

Veta 1.3.3:

Základné vlastnosti prirodzenej parametrizácie sú:

1. |P ′ (s) | = 1
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2. P ′′ (s) ⊥ P ′ (s)

3. t (s)=P ′ (s), n (s) =
P ′′ (s)

|P ′′ (s) |

Dôkaz. 1. Prvá vlastnos´ prirodzenej parametrizácie krivky vyplýva priamo z de�ní-

cie prirodzenej parametrizácie krivky a z de�nície d¨ºky krivky.

2. V dôkaze druhej vlastnosti vychádzame z toho, ºe |P ′ (s) | = 1. Platí teda, ºe

P ′ (s)P ′ (s) = 1. Po zderivovaní tejto rovnosti dostávame, ºe 2P ′ (s)P ′′ (s) = 0 pre

©ubovo©né s, a teda P ′′ (s) ⊥ P ′ (s).

3. Vieme, ºe jednotkový dotykový vektor krivky je de�novaný vz´ahom t = P ′

|P ′| ,

a ke¤ºe v prirodzenej paramtrizácii je |P ′ (s) | = 1, tak t (s)=P ′ (s). Podobne pre

jednotkový normálový vektor krivky platí: n = (P ′P ′)P ′′−(P ′P ′′)P ′

|(P ′P ′)P ′′−(P ′P ′′)P ′| . V prirodzenej

parametrizácii sú vektory P ′ (s) a P ′′ (s) na seba kolmé, teda ich skalárny sú£in je

rovný nule. Taktieº platí, ºe P ′ (s)P ′ (s) = 1. Aplikovaním týchto vz´ahov na uve-

dený vzorec dostaneme, ºe v prirodzenej parametrizácii je jednotkový normálový

vektor daný ako n (s) = P ′′(s)
|P ′′(s)| .

Poznámka: V prirodzenej parametrizácii je bod P (s) in�exný práve vtedy, ak

P ′′ (s) = 0. Tento fakt vyplýva z prvej a druhej vlastnosti prirodzenej parametrizácie

uvedenej v predchádzajúcej vete.

1.4 Krivos´ krivky a Frenetove vzorce

Jednou zo základných vlastností kriviek je krivos´, ktorá opisuje, ako krivka mení

svoj smer. Pomocou krivosti vieme od seba ©ahko rozlí²i´ napríklad priamku

a kruºnicu.

De�nícia 1.4.1 (Krivos´ krivky danej prirodzenou parametrizáciou):

Krivos´ rovinnej krivky k(s) v bode krivky P (s) danou prirodzenou parametrizáciou

je de�novaná ako £íslo k (s) = |t′ (s) | = |P ′′ (s) |, kde t (s) je jednotkový dotykový

vektor danej krivky.
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Veta 1.4.1:

Nech f, g : (a, b) → E2 sú diferencovate©né vektorové funkcie, pre ktoré platí:

f (t) g (t) = const pre kaºdé t ∈ (a, b), potom f ′ (t) g (t) = −f (t) g′ (t). Z toho

vyplýva nasledujúce tvrdenie: |f (t) | = const⇐⇒ f (t) f ′ (t) = 0 pre kaºdé t ∈ (a, b).

Dôkaz. Ke¤ºe f (t) g (t) = const pre kaºdé t ∈ (a, b), potom pre deriváciu tohto

sú£inu platí: (f (t) g (t))′ = f ′ (t) g (t) + f (t) g′ (t) = 0. Z toho teda

f ′ (t) g (t) = −f (t) g′ (t). Druhé tvrdenie vety je priamou aplikaciou prvého tvr-

denia.

Pouºitím tejto lemy a de�nície krivosti vieme skon²truova´ Frenetove vzorce regu-

lárnych kriviek daných parametricky.

Veta 1.4.2 (Frenetove vzorce):

Pre rovinnú krivku danú prirodzenou parametrizáciou platí:

t′ (s) = k (s) n (s)

n′ (s) = −k (s) t (s)

Dôkaz. Nech P je krivka daná prirodzenou parametrizáciou P (s). Potom pre jej

deriváciu platí, ºe P ′ (s)=t (s) je jednotkový dotykový vektor danej krivky. Pretoºe

t (s) má kon²tantnú d¨ºku, vektor t′ (s) je na¬ho kolmý. Ke¤ºe t′ (s) 6= 0, jednotkový

normálový vektor n (s) je vyjadrený vz´ahom n (s) = t′(s)
|t′(s)| = P ′′(s)

|P ′′(s)| . Pre krivos´

danej krivky platí, ºe k (s) = |t′ (s) | = |P ′′ (s) |, dostávame vz´ah t′ (s) = k (s) n (s).

Z lemy vieme, ºe n (t) n′ (t)=0 a n′ (t) t (t) = −n (t) t′ (t) = −k (s). Z týchto

rovností vyplýva, ºe n′ (s) = −k (s) t (s).

De�nícia 1.4.2 (Krivos´ krivky danej parametricky):

Krivos´ rovinnej krivky k(t) v bode krivky P (t) je de�novaná ako £íslo

k(t) =
| det (P ′(t), P ′′(t)) |

|P ′(t)|3

V súradniciach vyzerá tento vz´ah takto:

12



Styk krivky a kruºnice

k(t) =

|

∣∣∣∣∣∣ x
′ (t) y′ (t)

x′′ (t) y′′ (t)

∣∣∣∣∣∣ |(
(x′ (t))2 + (y′ (t))2) 3

2

Poznámka: Ak je krivka zadaná ako graf funkcie y = f (x) s parametrizáciou

P (t) = (t, f (t)), tak na výpo£et jej krivosti sa pouºíva vz´ah k(t) = |f ′′(t)|

(1+(f ′(t))2)
3
2
.

Tento vz´ah dostávame priamym dosadením do vz´ahu pre výpo£et krivosti krivky

danej parametricky.

Poznámka: Krivos´ krivky nadobúda v kaºdom parametri len nezáporné hod-

noty. Krivos´ je rovná nule práve vtedy, ak det (P ′ (t) , P ′′(t)) = 0, to ale znamená,

ºe vektory P ′(t) a P ′′(t) sú lineárne závislé. Táto situácia nastáva len v prípade, ºe

P (t) je in�exným bodom krivky, preto krivos´ krivky je nulová práve v in�exnom

bode krivky.

1.5 Styk krivky a kruºnice

V tejto podkapitole si povieme nie£o o tom, ako sa vzájomne chovajú krivka daná

parametricky a kruºnica, ktorá má s touto krivkou spolo£ný bod. Tieto poznatky

nám umoºnia v ¤al²ej podkapitole opis oskula£nej kruºnice, ktorá je dôleºitou

sú£as´ou tejto práce.

Nech P : I → E2 je krivka daná parametricky a nech P (t0), t0 ∈ I je jej regulárny

bod. Majme danú kruºnicu k so stredom v bode S a s polomerom r vyjadrenú

rovnicou |P (t)− S|2 = r2. Nech táto kruºnica prechádza bodom P (t0), to znamená,

ºe |P (t0)− S|2 = r2. De�nujme funkciu styku krivky P a kruºnice k:

De�nícia 1.5.1:

Funkcia styku kruºnice k a krivky P v spolo£nom bode P (t0) je hladká funkcia γ

taká, ºe γ : I → R a platí: γ (t) = |P (t)− S|2 − |P (t0)− S|2.

Poznámka: Je zrejmé, ºe funkcia styku kruºnice a krivky je nulová, ak P (t) leºí
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na kruºnici. Ak bod P (t) leºí zvonka kruºnice, tak je funkcia styku kladná a ak leºí

vo vnútri kruºnice, tak je funkcia styku záporná.

Poznámka: Parameter t0 je zrejme bodom, v ktorom je funkcia styku nulová.

De�nícia 1.5.2 (Styk rádu k):

Hovoríme, ºe kruºnica k má s krivkou P styk rádu k v bode P (t0), ak platia nasle-

dovné podmienky:

γ (t0) = 0, γ′ (t0) = 0, . . . , γ(k) (t0) = 0

Hovoríme, ºe kruºnica k je dotykovou kruºnicou krivky P v bode P (t0), ak má

s krivkou styk rádu najmenej 1, t.j. γ (t0) = 0, γ′ (t0) = 0 .

Veta 1.5.1:

Kruºnica k je dotykovou kruºnicou krivky P v regulárnom bode P (t0) práve vtedy,

ak jej stred S leºí na normále krivky P v bode P (t0). Kruºnica, ktorá ku krivke

v bode P (t0) nie je dotyková, pretína krivku v tomto bode.

Dôkaz. Z predchádzajúcej de�nície vieme, ºe kruºnica k je dotyková ku krivke

v bode P (t0), ak γ′ (t0) = 0, pri£om γ (t) je funkcia styku kruºnice a krivky. Jej

predpis vyzerá nasledovne:

γ (t) = |P (t)− S|2 − |P (t0)− S|2

Derivovaním tejto funkcie dostaneme: γ′ (t) = 2 (P (t)− S)P ′ (t). Pretoºe

γ′ (t0) = 0 = 2 (P (t0)− S)P ′ (t0), tak (P (t0)− S)P ′ (t0) = 0. To znamená, ºe

vektory (P (t0)− S) a P ′ (t0) sú na seba kolmé, z £oho je zrejmé, ºe stred S leºí

na normále krivky v bode P (t0).

Ak kruºnica k nie je dotyková ku krivke P , tak majú styk rádu 1 a to znamená,

ºe kruºnica a krivka sa v bode P (t0) pretínajú.

Veta 1.5.2:

V nein�exnom bode P (t0) krivky P (t) existuje práve jedna kruºnica, ktorá má

s krivkou v tomto bode styk rádu najmenej 2 a jej polomer je 1
k(t0)

, kde k (t0) je

krivos´ krivky v t0.
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Dôkaz. Podmienkou styku rádu 2 kruºnice a krivky v bode P (t0) je, ºe pre funkciu

styku platí: γ (t0) = 0, γ′ (t0) = 0, γ′′ (t0) = 0. Kruºnica je v tomto prípade dotyková

ku krivke v bode P (t0) a teda pod©a predchádzajúcej vety jej stred leºí na normále

danej krivky v P (t0). Vektor P (t0)− S je rovnobeºný s jednotkovým normálovým

vektorom n (t0), preto sa bod S dá vyjadri´ ako S = P (t0) + αn (t0), α ∈ R.

Po£ítajme prvú a druhú deriváciu funkcie styku:

γ (t) = |P (t)− S|2 − |P (t0)− S|2

γ′ (t) = 2 (P (t)− S)P ′ (t)

γ′′ (t) = 2
(
(P (t)− S)P ′′ (t) + (P ′ (t))2)

Do druhej derivácie v t0 dosadíme vyjadrenie bodu S a dostávame:

γ′′ (t0) = 2
(
(P (t0)− S)P ′′ (t0) + (P ′ (t0))

2) = 0

(P (t0)− P (t0)− αn (t0))P
′′ (t0) + (P ′ (t0))

2 = 0

Ke¤ºe n (t0)P
′′ (t0) = k (t0), tak pre α platí:

α =
(P ′ (t0))

2

n (t0)P ′′ (t0)
=

1

k (t0)

Ak je bod P (t0) in�exný, tak n (t0)P
′′ (t0) = 0 a teda neexistuje rie²enie pre α.

V tomto prípade neexistuje kruºnica, ktorá má s danou krivkou styk rádu najmenej 2.

1.6 Oskula£ná kruºnica rovinnej krivky

Majme danú rovinnú krivku parametrizáciou P (t) = (x (t) , y (t)), t ∈ I. Nech je táto

krivka regulárna. Pomocou pojmu krivosti krivky vieme v nein�exnom bode krivky

de�nova´ ¤al²ie pojmy súvisiace s krivos´ou a následne aj oskula£nú kruºnicu krivky

v takomto bode.

De�nícia 1.6.1:

Nech P (t) je nein�exný bod krivky a k(t) príslu²ná krivos´. V tomto bode krivky

de�nujeme ¤al²ie pojmy súvisiace s krivos´ou krivky. �íslo
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r(t) =
1

k(t)
=

1

|P ′′ (s) |

nazývame polomer krivosti a bod

S(t) = P (t)+r (t) n (t)

stred krivosti.

De�nícia 1.6.2 (Oskula£ná kruºnica rovinnej krivky):

Oskula£nou kruºnicou krivky v regulárnom bode P (t) nazývame kruºnicu so stredom

v bode S(t) a s polomerom r (t), kde S (t) je stred krivosti a r (t) je polomer krivosti

v bode P (t) .

Obr. 1.4: Oskula£ná kruºnica krivky

Zdroj: Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Osculating_circle.svg

Poznámka: Oskula£ná kruºnica dáva základnú predstavu o tvare rovinnej krivky

v blízkosti bodu, v ktorom je zostrojená.

Poznámka: Z vyjadrenia stredu oskula£nej kruºnice vyplýva, ºe tento bod leºí

na normále krivky v danom bode.
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Obr. 1.5: Oskula£ná kruºnica krivky v jej rôznych bodoch

Veta 1.6.1 ([OSC]):

Oskula£ná kruºnica krivky P (t) v bode P0 = P (t0) = (x (t0) , y (t0)) je limitou polôh

kruºníc prechádzajúcich bodom P0 a dvoma rôznymi bodmi

P1 = P (t1) = (x (t1) , y (t1)) a P2 = P (t2) = (x (t2) , y (t2)) , ktoré sa �blíºia�

k bodu P0, t.j. parametre t1 a t2 idú v limite k t0 a platí, ºe t1 < t0 < t2.

Dôkaz. Majme parametricky danú krivku a na nej tri body: P0, P1 a P2 také, ºe

t1 < t0 < t2. Nech k je kruºnica vyjadrená rovnicou

k : (x− a)2 + (y − b)2 − r2 = 0,

potom stred tejto kruºnice má súradnice (a, b) a jej polomer je r. Nech táto kruºnica

prechádza bodmi P0, P1 a P2. Platí teda:

(x (t0)− a)2 + (y (t0)− b)2 − r2 = 0

(x (t1)− a)2 + (y (t1)− b)2 − r2 = 0

(x (t2)− a)2 + (y (t2)− b)2 − r2 = 0

De�nujme funkciu g (t) = (x (t)− a)2 + (y (t)− b)2 − r2. Je zrejmé, ºe platí:

g (t0) = g (t1) = g (t2) = 0, pri£om t1 < t0 < t2.

Pod©a Rolleho vety existujú také body P3 = P (t3) = (x (t3) , y (t3))
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Oskula£ná kruºnica rovinnej krivky

a P4 = P (t4) = (x (t4) , y (t4)), ºe t1 < t3 < t0 a t0 < t4 < t2 a pre deriváciu

funkcie g platí: g′ (t3) = g′ (t4) = 0.

Z toho dostávame:

g′ (t) = 2 ((x (t)− a)x′ (t) + (y (t)− b) y′ (t))

g′ (t3) = 2 ((x (t3)− a)x′ (t3) + (y (t3)− b) y′ (t3)) = 0, t1 < t3 < t0

g′ (t4) = 2 ((x (t4)− a)x′ (t4) + (y (t4)− b) y′ (t4)) = 0, t0 < t4 < t2

Ak na funkciu g′ (t) opä´ pouºijeme Rolleho vetu, dostaneme exitenciu bodu

P5 = P (t5) = (x (t5) , y (t5)) takého, ºe t3 < t5 < t4 a pre druhú deriváciu funkcie g

platí: g′′ (t5) = 0

Z toho dostávame:

g′′ (t) = 2
((

(x′ (t))2 + (x (t)− a)x′′ (t)
) (

(y′ (t))2 + (y (t)− b) y′′ (t)
))

g′′ (t5) = 2
((

(x′ (t5))
2 + (x (t5)− a)x′′ (t5)

)
+
(
(y′ (t5))

2 + (y (t5)− b) y′′ (t5)
))

= 0,

t3 < t5 < t4

Prejdúc k limite pre t1 a t2 idúce k t0 dostávame, ºe aj t3, t4 a t5 idú v limite k t0.

Z týchto skuto£ností dostávame tri rovnice s tromi neznámymi:

(x (t0)− a)2 + (y (t0)− b)2 − r2 = 0

(x (t0)− a)x′ (t0) + (y (t0)− b) y′ (t0) = 0

(x′ (t0))
2 + (x (t0)− a)x′′ (t0) + (y′ (t0))

2 + (y (t0)− b) y′′ (t0) = 0

Rie²ením tejto sústavy rovníc dostávame súradnice stredu kruºnice a jej polomeru:

a = x (t0)−
(
(x′ (t0))

2 + (y′ (t0))
2) y′ (t0)

x′ (t0) y′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)
= x (t0)−

1

k (t0)

z (t0) y
′ (t0)√

(x′ (t0))
2 + (y′ (t0))

2

b = y (t0) +

(
(x′ (t0))

2 + (y′ (t0))
2)x′ (t0)

x′ (t0) y′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)
= y (t0)+

1

k (t0)

z (t0)x
′ (t0)√

(x′ (t0))
2 + (y′ (t0))

2

r =

∣∣∣∣∣
(
(x′ (t))2 + (y′ (t))2)

x′ (t0) y′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)

∣∣∣∣∣ =
1

k (t0)
,

kde

18



Oskula£ná kruºnica rovinnej krivky

k (t0) =
x′ (t0) y

′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)(
(x′ (t0))

2 + (y′ (t0))
2) 3

2

je krivos´ krivky a

z (t0) =
|x′ (t0) y′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)|
x′ (t0) y′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)

= sgn det (P ′ (t0) , P
′′ (t0)) .

V²imnime si, ºe vektor− z (t0) y
′ (t0)√

(x′ (t0))
2 + (y′ (t0))

2
,

z (t0)x
′ (t0)√

(x′ (t0))
2 + (y′ (t0))

2


je jednotkový normálový vektor danej krivky, preto S = P (t0) + 1

k(t0)
n (t0) .

Limitná kruºnica je teda oskula£ná kruºnica krivky a je najtesnej²ie priloºená kruºnica

k rovinnej krivke v bode P0.

Obr. 1.6: Oskula£ná kruºnica krivky P v bode P0 ako limita bodov blíºiciach sa k
bodu P0

Poznámka: Nech krivka je graf funkcie y = f(x) a teda jej parametrizácia je

P (t)= (t, f (t)), tak stred S = (a, b) oskula£nej kruºnice v bode P0 = P (t0) bude

ma´ súradnice

a = t0+
1 + (f ′ (t0))

2

f ′′ (t0)
f ′ (t0) a b = f (t0)+

1 + (f ′ (t0))
2

f ′′ (t0)

a jej polomer sa rovná prevrátenej hodnote krivosti v bode P0, t.j.

19



Oskula£ná kruºnica rovinnej krivky

r =
1

k (t0)
=

(
1 + (f ′ (t0))

2) 3
2

|f ′′ (t0)|
.

Oskula£ná kruºnica krivky je v bode krivky spomedzi v²etkých kruºníc prechádza-

júcich daným bodom najtesnej²ie priloºená kruºnica ku krivke. Prevrátená hodnota

polomeru oskula£nej kruºnice ur£uje krivos´ krivky v danom bode.

Základnými vlastnos´ami oskula£nej kruºnice sú:

• Kruºnica prechádza bodom P (t)

• Kruºnica a krivka majú v bode P (t) spolo£nú doty£nicu a teda aj spolo£nú

normálu

• Krivka a oskula£ná kruºnica majú styk rádu 2 alebo vy²²í

V²etky tieto vlastnosti oskula£nej kruºnice sa dajú ve©mi ©ahko ukáza´ pomocou

poznatkov, ktoré sú uvedené v tejto a v predchádzajúcich kapitolách.

Poznámka: Oskula£ná kruºnica a krivka majú v spolo£nom bode rovnakú krivos´

rovnú 1
r
, kde r je polomer kruºnice.
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Kapitola 2

Vz´ah rovinnej krivky k oskula£nej

kruºnici vo vrchole vy²²ieho rádu

V tejto kapitole práce zade�nujeme pojem vrchol krivky, uvedieme si príklady kri-

viek a ich vrcholov. V prevaºnej £asti kapitoly sa budeme zaobera´ vz´ahom rovin-

nej krivky k oskula£nej kruºnici vo vrcholoch krivky aj v jej v²eobecných bodoch.

Vyslovené tvrdenia o ich vzájomnej polohe budeme vizualizova´ pomocou programu

vytvoreného k tejto práci.

2.1 Vrcholy rovinných kriviek

Ke¤ºe hlavnou témou tejto práce je opísa´ vz´ah rovinnej krivky k oskula£nej

kruºnici vo vrcholoch krivky, potrebujeme vedie´, £o vrchol rovinnej krivky pred-

stavuje. Oskula£nú kruºnicu rovinnej krivky sme de�novali v kapitole 1. Na za£iatku

tejto kapitole práce zade�nujeme pojem vrchol rovinnej krivky a odlí²ime od seba

oby£ajné vrcholy krivky od vrcholov vy²²ích rádov.

De�nícia 2.1.1 (Vrchol krivky [GIB01]):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a nech k (t) je jej krivos´. Vrcholom krivky

nazývame taký bod P (t0), t0 ∈ I, v ktorom má krivos´ krivky stacionárny bod, teda

k′ (t0) = 0. Vo v²eobecnosti je teda vrcholom krivky taký bod, v ktorom má krivos´
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Príklady kriviek s vrcholmi vy²²ích rádov

lokálny extrém.

Poznámka: Pre krivky, ktoré majú kon²tantnú krivos´, je kaºdý ich bod vr-

cholom. Príkladom takýchto kriviek sú priamky, úse£ky, kruºnice a kruºnicové oblúky.

V predchádzajúcej de�nícii sa ni£ nehovorí o hodnote druhej a vy²²ích derivácií

krivosti v t0. Práve tie umoºnia odlí²i´ od seba oby£ajné vrcholy krivky od vrcholov

vy²²ích rádov.

De�nícia 2.1.2 (Oby£ajný vrchol krivky [BO�08]):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a bod P (t0), t0 ∈ I je jej vrchol. Vr-

chol P (t0) sa nazýva oby£ajný vrchol rovinnej krivky, ak pre krivos´ krivky platí:

k′ (t0) = 0 a k′′ (t0) 6= 0. Oby£ajný vrchol krivky budeme nazýva´ vrcholom prvého

rádu.

De�nícia 2.1.3 (Vrchol vy²²ieho rádu [GIB01]):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a nech P (t0), t0 ∈ I je jej vrchol taký,

ºe k′ (t0) = 0, . . . , k(k) (t0) = 0, k ≥ 2. Potom vrchol P (t0) nazývame vrchol k-teho

rádu krivky P (t).

Poznámka: Z predchádzajúcej de�nície vyplýva, ºe vrchol k-teho môºeme po-

vaºova´ aj za vrchol (k − 1)-ého rádu. Budeme v²ak predpoklada´, ºe ak o nejakom

vrchole povieme, ºe je k-teho rádu, tak k(k+1) (t0) 6= 0 a teda uº nemôºe by´ vy²²ieho

rádu.

Poznámka: Body krivky, ktoré nie sú vrcholmi, nazývame v²eobecné body krivky.

2.2 Príklady kriviek s vrcholmi vy²²ích rádov

V literatúre zaoberajúcej sa rovinnými krivkami a ich vrcholmi môºeme nájs´ ve©a

príkladov kriviek, ktoré majú oby£ajné vrcholy, teda vrcholy 1. rádu. Ve©mi £asto

uvádzaným príkladom takejto krivky je napríklad elipsa so 4 vrcholmi, 2 z nich sú

hlavné a 2 ved©aj²ie. [BO�08]
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Príklady kriviek s vrcholmi vy²²ích rádov

Ve©mi málo sa v²ak v literatúre hovorí o vrcholoch vy²²ích rádov a ich príkladoch.

Snahou vrámci tvorby tejto práce preto bolo nájs´ v²eobecný predpis, pomocou

ktorého by sa dali nájs´ vrcholy ©ubovo©ného rádu ur£itej skupiny kriviek. Vybranou

skupinou kriviek sú grafy polynomických funkcií daných predpisom

y = f (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, kde n ∈ N a a0, . . . , an ∈ R,

a ke¤ºe vrcholy vy²²ieho rádu úzko súvisia s deriváciami krivosti krivky, bola snaha

nájs´ v²eobecný predpis pre n-tú deriváciu krivosti krivky.

Pre krivos´ grafu funkcie y = f (x) platí:

k =

∣∣f (2)
∣∣(

1 + f (1)2
) 3

2

Ke¤ºe uvaºujeme len o nei�exných bodoch krivky vyjadrenej grafom funkcie

y = f (x), tak krivos´ v takýchto bodoch je rôzna od 0 a teda aj f (2) 6= 0. Ozna£me

σ funkciu vyjadrujúcu znamienko druhej derivácie funkcie f , teda σ = sgn f (2). De-

rivovaním vz´ahu na výpo£et krivosti sa ©ahko dostanú predpisy na výpo£et prvej a

druhej derivácie krivosti:

k(1) = σ

(
f (3)(

1 + f (1)2
) 3

2

− 3
f (1)f (2)2(

1 + f (1)2
) 5

2

)

k(2) = σ

(
f (4)(

1 + f (1)2
) 3

2

− 3
f (2)3(

1 + f (1)2
) 5

2

− 9
f (1)f (2)f (3)(
1 + f (1)2

) 5
2

+ 15
f (1)2f (2)3(
1 + f (1)2

) 7
2

)

Rovnakým spôsobom sa dajú odvodi´ aj vy²²ie derivácie krivosti. Vrámci tejto práce

sa podarilo vyjadri´ aº ²tvrtú deriváciu krivosti grafu funkcie y = f (x), a aj ke¤

nejde o deriváciu vysokého stup¬a, uº aj tento vz´ah je ve©mi komplikovaný a ob-

sahuje príli² ve©a rôznych s£ítancov. Platí:

k(3) = σ

(
f (5)(

1 + f (1)2
) 3

2

− 9
f (2)f (3)(

1 + f (1)2
) 5

2

− 9
f (2)2f (3)(

1 + f (1)2
) 5

2

− 9
f (1)f (3)2(

1 + f (1)2
) 5

2
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−12
f (1)f (2)f (4)(
1 + f (1)2

) 5
2

+ 45
f (1)f (2)4(

1 + f (1)2
) 7

2

+ 45
f (1)2f (2)f (3)(
1 + f (1)2

) 7
2

+ 45
f (1)2f (2)2f (3)(

1 + f (1)2
) 7

2

−105
f (1)3f (2)4(
1 + f (1)2

) 9
2

)

k(4) = σ

(
f (6)(

1 + f (1)2
) 3

2

− 9
f (2)f (4)(

1 + f (1)2
) 5

2

− 9
f (3)2(

1 + f (1)2
) 5

2

− 15
f (1)f (2)f (5)(
1 + f (1)2

) 5
2

−21
f (2)2f (4)(

1 + f (1)2
) 5

2

− 27
f (2)f (3)2(

1 + f (1)2
) 5

2

− 30
f (1)f (3)f (4)(
1 + f (1)2

) 5
2

+ 45
f (2)5(

1 + f (1)2
) 7

2

+45
f (1)2f (3)2(
1 + f (1)2

) 7
2

+ 45
f (1)2f (2)f (4)(
1 + f (1)2

) 7
2

+ 105
f (1)2f (2)2f (4)(

1 + f (1)2
) 7

2

+ 105
f (1)f (2)2f (3)(
1 + f (1)2

) 7
2

+135
f (1)2f (2)f (3)2(

1 + f (1)2
) 7

2

+ 315
f (1)f (2)3f (3)(
1 + f (1)2

) 7
2

− 315
f (1)3f (2)2f (3)(

1 + f (1)2
) 9

2

− 630
f (1)2f (2)5(
1 + f (1)2

) 9
2

−735
f (1)3f (2)3f (3)(

1 + f (1)2
) 9

2

+ 945
f (1)4f (2)5(

1 + f (1)2
) 11

2

)

�ia©, pomocou týchto výpo£tov sa nepodarilo nájs´ v²eobecný predpis na výpo£et

n-tej derivácie krivosti, ke¤ºe sa to ukázala by´ náro£ná a dlhá cesta a táto úloha

nebola hlavnou sú£as´ou tejto práce. Tieto výpo£ty v²ak pomohli nájs´ príklady

kriviek, ktoré majú vrcholy vy²²ích rádov.

Veta 2.2.1 (Príklady kriviek s vrcholmi prvého rádu):

Nech máme krivku vyjadrenú grafom polynomickej funkcie s predpisom

y = f (x) = anx
n + · · · + a1x + a0, kde n ∈ N a a0, . . . , an ∈ R. Potom krivky

f (x) = x5 + x2 + a0, f (x) = x7 + x2 + a0 a f (x) = x7 + x6 + x4 + x2 + a0 majú

v bode x = 0 vrcholy prvého rádu.

Dôkaz. Nech f (x) = x5 + x2 + a0. Derivovaním tejto funkcie dostaneme:

f (1) (x) = 5x4 + 2x, f (2) (x) = 20x3 + 2, f (3) (x) = 60x2, f (4) (x) = 120x. Pre x = 0

teda máme: f (1) (0) = 0, f (2) (0) = 2, f (3) (0) = 0, f (4) (0) = 0. Dosadením týchto

rovností do vz´ahov pre výpo£et krivosti a jej derivácií dostávame: k (0) = 2 6= 0,

k(1) (0) = 0 a k(2) (0) = −24 6= 0. Pod©a de�nície vrcholu prvého rádu má teda táto

krivka v bode x = 0 oby£ajný vrchol.
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Úplne analogicky sa ukáºe, ºe aj f (x) = x7 +x2 +a0 a f (x) = x7 +x6 +x4 +x2 +a0

majú v bode x = 0 vrchol prvého rádu.

Obr. 2.1: Krivka daná predpisom f (x) = x5 + x2 + 1 majúca v bode x = 0 vrchol
prvého rádu

Veta 2.2.2 (Príklady kriviek s vrcholmi druhého rádu):

Nech máme krivku vyjadrenú grafom polynomickej funkcie s predpisom

y = f (x) = anx
n + · · · + a1x + a0, kde n ∈ N a a0, . . . , an ∈ R. Potom krivky

f (x) = x6 + x5 + x4 + x2 + a0, a f (x) = x5 + a3x4 + ax2 + a0, kde a ∈ R, majú

v bode x = 0 vrchol druhého rádu.

Dôkaz. Nech f (x) = x6 + x5 + x4 + x2 + a0. Derivovaním tejto funkcie dostaneme:

f (1) (x) = 6x5 + 5x4 + 4x3 + 2x, f (2) (x) = 30x4 + 20x3 + 12x2 + 2,

f (3) (x) = 120x3 +60x2 +24x, f (4) (x) = 360x2 +120x+24, f (5) (x) = 720x+120. Pre

x = 0 teda máme: f (1) (0) = 0, f (2) (0) = 2, f (3) (0) = 0, f (4) (0) = 24 a f (5) = 120.

Dosadením týchto rovností do vz´ahov pre výpo£et krivosti a jej derivácií dostávame:

k (0) = 2 6= 0, k(1) (0) = 0, k(2) (0) = 24 − 3.23 = 24 − 24 = 0 a k(3) (0) = 120 6= 0.

Pod©a de�nície vrcholu vy²²ieho rádu má teda táto krivka v bode x = 0 vrchol
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druhého rádu.

Úplne analogicky sa ukáºe, ºe aj f (x) = x5 +a3x4 +ax2 +a0, kde a ∈ R, má v bode

x = 0 vrchol druhého rádu.

Obr. 2.2: Krivka daná predpisom f (x) = x6 + x5 + x4 + x2 majúca v bode x = 0
vrchol druhého rádu

Veta 2.2.3 (Príklady kriviek s vrcholmi tretieho rádu):

Nech máme krivku vyjadrenú grafom polynomickej funkcie s predpisom

y = f (x) = anx
n + · · · + a1x + a0, kde n ∈ N a a0, . . . , an ∈ R. Potom krivky

f (x) = x7 +x4 +x2 +a0, f (x) = x6 +a3x4 +ax2 +a0, kde a ∈ R, f (x) = x7 +x2 +a0

majú v bode x = 0 vrchol tretieho rádu.

Dôkaz. Nech f (x) = x7 + x4 + x2 + a0. Derivovaním tejto funkcie dostaneme:

f (1) (x) = 7x6 + 4x3 + 2x, f (2) (x) = 42x5 + 12x2 + 2, f (3) (x) = 210x4 + 24x,

f (4) (x) = 840x3 + 24, f (5) (x) = 2520x2 a f (6) (x) = 5040x. Pre x = 0 teda

máme: f (1) (0) = 0, f (2) (0) = 2, f (3) (0) = 0, f (4) (0) = 24, f (5) = 0 a f (6) = 0.

Dosadením týchto rovností do vz´ahov pre výpo£et krivosti a jej derivácií dostá-

vame: k (0) = 2 6= 0, k(1) (0) = 0, k(2) (0) = 24 − 3.23 = 24 − 24 = 0, k(3) (0) = 0
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a k(4) (0) = −21.22.24 − 9.2.24 + 45.25 = −2016 − 432 + 1440 = −1008 6= 0. Pod©a

de�nície vrcholu vy²²ieho rádu má teda táto krivka v bode x = 0 vrchol tretieho

rádu.

Úplne analogicky sa ukáºe, ºe aj f (x) = x6 + a3x4 + ax2 + a0, kde a ∈ R,

f (x) = x7 + x2 + a0 majú v bode x = 0 vrchol tretieho rádu.

Obr. 2.3: Krivka daná predpisom f (x) = x7 + x4 + x2 majúca v bode x = 0 vrchol
tretieho rádu

Veta 2.2.4 (Príklad krivky s vrcholom ²tvrtého rádu):

Nech máme krivku vyjadrenú grafom polynomickej funkcie s predpisom

y = f (x) = anx
n + · · · + a1x + a0, kde n ∈ N a a0, . . . , an ∈ R. Potom krivka

f (x) = 1, 4x6 + x4 + x2 + a0 má v bode x = 0 vrchol ²tvrtého rádu alebo vy²²í.

Dôkaz. Nech f (x) = 1, 4x6 + x4 + x2 + a0. Derivovaním tejto funkcie dostaneme:

f (1) (x) = 8, 4x5 + 4x3 + 2x, f (2) (x) = 42x4 + 12x2 + 2, f (3) (x) = 168x3 + 24x,

f (4) (x) = 504x2 +24, f (5) (x) = 1008x, f (6) (x) = 1008 a f (7) (x) = 0. Pre x = 0 teda

máme: f (1) (0) = 0, f (2) (0) = 2, f (3) (0) = 0, f (4) (0) = 24, f (5) (0) = 0, f 6 (0) = 1008

a f (7) (0) = 0. Dosadením týchto rovností do vz´ahov pre výpo£et krivosti a jej

27



Oskula£ná kruºnica krivky vo v²eobecnom bode a v oby£ajnom vrchole

derivácií dostávame: k (0) = 2 6= 0, k(1) (0) = 0, k(2) (0) = 24 − 3.23 = 24 − 24 = 0,

k(3) (0) = 0, k(4) (0) = 1008−21.22.24−9.2.24 + 45.25 = 1008−2016−432 + 1440 =

1008− 1008 = 0. Pod©a de�nície vrcholu vy²²ieho rádu má teda táto krivka v bode

x = 0 vrchol aspo¬ ²tvrtého rádu. Ke¤ºe nepoznáme hodnotu vy²²ích derivácií

krivosti v bode x = 0, presný rád vrcholu nevieme ur£i´.

Obr. 2.4: Krivka daná predpisom f (x) = 1, 4x6 + x4 + x2 majúca v bode x = 0
vrchol aspo¬ ²tvrtého rádu

Pomocou predchádzajúcich viet sme ukázali, ºe naozaj existujú krivky, ktoré majú

aj vrcholy vy²²ieho rádu ako prvého.

2.3 Oskula£ná kruºnica krivky vo v²eobecnom bode

a v oby£ajnom vrchole

Nech je daná krivka P . Vieme, ºe k tejto krivke vieme v kaºdom jej bode P (t)

zostroji´ oskula£nú kruºnicu, ktorá bude ma´ s danou krivkou spolo£ný práve bod

P (t), jej stred bude leºa´ na normále tejto krivky zostrojenej v bode P (t) a jej

polomer sa bude rovna´ prevrátenej hodnote krivosti krivky v bode P (t).
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Oskula£ná kruºnica krivky v danom bode dáva základnú predstavu o tvare rovin-

nej krivky v okolí tohto bodu. V tejto kapitole ukáºeme, aká je poloha oskula£nej

kruºnice vzh©adom na krivku v okolí jej bodu, v ktorom je zostorjená. Budeme

uvaºova´ zatia© len o v²eobecnom bode krivky a o oby£ajnom vrchole krivky.

V celej kapitole budeme uvaºova´ krivku danú prirodzenou parametrizáciou

P (s) = (x (s) , y (s)), s ∈ I, kde I je interval. Danú krivku budeme skúma´

v neinxlexnom bode. Prirodzená parametrizácia má viacero dôleºitých vlastností,

pripome¬me najdôleºitej²ie z nich:

• V prirodzenej parametrizácii je bod nein�exný práve vtedy, ak P ′′ (s) 6= 0

• V prirodzenej parametrizácii má vektor prvej derivácie danej krivky jednotkovú

d¨ºku, platí teda: |P ′ (s)| = 1

• Vektory prvej a druhej derivácie sú pre krivku danú prirodzenou parametrizá-

ciou na seba kolmé, teda pre ich skalárny sú£in platí: P ′ (s)P ′′ (s) = 0

• V prirodzenej parametrizácii je krivos´ krivky vyjadrená nasledovným vz´a-

hom: k (s) = |P ′′ (s)|

• V kaºdom bode krivky vieme dotykový a normálový vektor krivky vyjadri´

vz´ahmi t (s) = P ′ (s) a n (s) = P ′′(s)
|P ′′(s)| = P ′′(s)

k(s)

Ve©mi dôleºitým nástrojom, ktoré opisujú krivky, sú Frenetove vzorce. Tieto vzorce

pre rovinnú krivku vyjadrujú derivácie jednotkového dotykového a jednotkového

normálového vektora krivky. Ak je krivka daná prirodzenou parametrizácou, majú

tieto vzorce tvar:

t′ (s) = k (s) n (s)

n′ (s) = −k (s) t (s)

Ke¤ºe v tejto kapitole budeme pozorova´, ako sa správa oskula£ná kruºnica krivky

v danom bode vzh©adom ku krivke, pripome¬e, ako sú vyjadrené stred a polomer
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tejto kruºnice v prirodzenej parametrizácii. Pre stred S kruºnice platí

S (s) = P (s) + r (s) n (s), kde r je polomer vyjadrený vz´ahom r (s) = 1
k(s)

.

Majme danú krivku P prirodzenou parametrizáciou a na nej nein�exný bod P (s0).

V tomto bode nech je daná oskula£ná kruºnica krivky so stredom v S (s0)

a s polomerom r (s0).

Pre body blízke bodu P (s0), teda pre parametre blízke s0 chceme zisti´, aká je

poloha bodov P (s) vzh©adom na oskula£nú kruºnicu kruºnicu zostrojenú v bode

P (s0). Táto úloha je ekvivalentná tomu, ºe budeme pozorova´, ako sa mení vzdia-

lenos´ týchto bodov od stredu S (s0) oskula£nej kruºnice.

Zostrojme funkciu g : I → R, ktorá kaºdému parametru s ∈ I priradí vzdialenos´

bodu P (s) od bodu S (s0):

g (s) = |P (s)S (s0)|, s ∈ I

Ke¤ºe budeme potrebova´ derivácie tejto funkcie, je vhodné si ju nahradi´ funkciou

f (s) = g2 (s), ktorá má rovnaký priebeh aj rovnaké extrémy, ako funkcia g, ale

©ah²ie sa derivuje. Predpis tejto funkcie vyzerá takto:

f (s) = g2 (s) = |P (s)S (s0)|2

Upravme predpis tejto funkcie pouºitím vyjadrenia stredu S (s0), Frenetových vzor-

cov a rovnosti n (s) n (s) = 1 pre kaºdé s ∈ I:

f (s) = |P (s)S (s0)|2 = (S (s0)− P (s)) (S (s0)− P (s)) = (S (s0)− P (s))2

= ((P (s0) + r (s0) n (s0))− P (s))2 = ((P (s0)− P (s)) + r (s0) n (s0))
2

= (P (s)− P (s0))
2 − 2r (s0) n (s0) (P (s)− P (s0)) + r2 (s0)

Ke¤ºe tento predpis funkcie je uº o nie£o komplikovanej²í, zjednodu²íme ho zave-

dením nových ozna£ení. Ozna£me ∆ (s) = P (s) − P (s0). Aby sme si e²te viac

spreh©adnili zápis, parameter s budeme vä£²inou zo zápisu vynecháva´ a miesto

parametra s0 budeme jednoducho písa´ index 0, napríklad P (s0) = P0, r (s0) = r0,
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n (s0) = n0, at¤.

Týmto sa nám aj zápis funkcie f omnoho zjednodu²í:

f = ∆2 − 2r0n0∆ + r2
0

Máme teraz daný predpis funkcie, ktorá opisuje, ako sa mení vzdialenos´ bodu P (s)

na krivke od stredu oskula£nej kruºnice. [BO�08]

Na²ím cie©om je ukáza´, ºe vo v²eobecnom bode krivky krivka prechádza z jednej

strany oskula£nej kruºnice na druhú stranu, kým v oby£ajnom vrchole krivky leºí

krivka na jednej strane oskula£nej kruºnice, bu¤ zvonka alebo vnútri nej.

Pripome¬me si, ºe pojem oby£ajný vrchol krivky súvisí s jej krivos´ou. V takomto

bode krivky je krivos´ stacionárna a platí pre ¬u, ºe k′ (t0) = 0 a k′′ (t0) 6= 0. Bod

krivky je v²eobecným bodom, ak pre krivos´ v tomto bode platí: k′ (t0) 6= 0.

Po dôkladnej²om skúmaní funkcie f a jej prvých derivácií v parametri s0 zistíme,

ºe majú súvis s krivos´ou krivky v tomto parametri. Pomocou nich vieme dokáza´

vyslovené tvrdenia o polohe oskula£nej kruºnice.

Veta 2.3.1 ([BO�08]):

Majme danú funkciu f (s) = ∆2 (s) − 2r (s0) n (s0) ∆ (s) + r2 (s0), kde

∆ (s) = P (s) − P (s0). Pre prvé ²tyri derivácie tejto funkcie v ©ubovo©nom £ísle

s ∈ I platí:

1. f (1) (s) = 2 (∆ (s)− r (s0) n (s0)) t (s) = 2 (∆− r0n0) t

2. f (2) (s) = 2 ((∆ (s)− r (s0) n (s0)) k (s) n (s) + 1) = 2 ((∆− r0n0) kn + 1)

3. f (3) (s) = 2 (∆ (s)− r (s0) n (s0))
(
−k2 (s) t (s) + k(1) (s) n (s)

)
= 2 (∆− r0n0)

(
−k2t + k(1)n

)
4. f (4) (s) = 2 ((∆ (s)− r (s0) n (s0)) (α4 (s) t (s) + β4 (s) n (s)) + γ4 (s))

= 2
(
(∆− r0n0)

(
−3kk(1)t +

(
−k3 + k(2)

)
n
)
− k2

)
,

kde α4 (s) = −3k (s) k(1) (s), β4 (s) = −k3 (s) + k(2) (s) a γ4 (s) = −k2 (s)
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Dôkaz. Vetu dokáºeme postupným derivovaním funkcie f . Pre deriváciu funkcie ∆

platí: ∆′ = P ′ = t

1. Derivujme funkciu f :

f (1) =
(
∆2 − 2r0n0∆ + r2

0

)′
= 2∆∆′ − 2r0n0∆

′ = 2 (∆− r0n0) ∆′

= 2 (∆− r0n0) t

Týmto je prvý vz´ah dokázaný.

2. Derivujme teraz funkciu f (1):

f (2) = (2 (∆− r0n0) t)′ = 2 (∆′t + (∆− r0n0) t′)

Pouºitím Frenetovho vzorca t′ = kn a rovnosti tt = 1 dostávame:

f (2) = 2 (tt + (∆− r0n0) kn) = 2 ((∆− r0n0) kn + 1)

3. �al²ím derivovaním dostávame f (3):

f (3) = 2 ((∆− r0n0) kn + 1)′ = 2
(
∆′kn + (∆− r0n0) (kn)′

)
= 2 (knt + (∆− r0n0) (k′n + kn′))

Pouºijeme teraz Frenetov vzorec pre deriváciu normálového vektora: n′ = −kt.

Okrem toho vieme, ºe platí: nt = 0, ke¤ºe sú tieto vektory na seba kolmé.

f (3) = 2 (∆− r0n0)
(
k′n− k2t

)
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4. �tvrtú deriváciu funkcie f dostaneme opä´ priamou deriváciou predchádzajúcej:

f (4) =
(
2 (∆− r0n0)

(
k′n− k2t

))′
= 2

(
∆′
(
k′n− k2t

)
+ (∆− r0n0)

(
k′n− k2t

)′)
= 2

(
t
(
k′n− k2t

)
+ (∆− r0n0)

(
k′′n + k′n′ − 2kk′t− k2t′

))
Pouºitím vz´ahov, ktoré boli uvedené v predchádzajúcich krokoch dôkazu dostá-

vame:

f (4) = 2
(
−k2 + (∆− r0n0)

(
k′′n− kk′t− 2kk′t− k3n

))
= 2

(
(∆− r0n0)

(
−3kk′t +

(
−k3 + k′′

)
n
)
− k2

)
Tým je veta dokázaná.

Pomocou tejto vety teraz uº ©ahko ukáºeme, aké sú hodnoty týchto derivácií funkcie

f (s) v parametri s0. Hovorí o tom nasledujúca veta:

Veta 2.3.2 ([BO�08]):

Hodnoty prvých derivácií funkcie f v parametri s0 sú:

1. f (1) (s0) = 0

2. f (2) (s0) = 0

3. f (3) (s0) = −2r (s0) k
(1) (s0)

4. f (4) (s0) = −2r (s0) k
(2) (s0)

Dôkaz. Tieto vz´ahy dostaneme priamym dosadením do derivácií funkcie f a vyuºitím

uº známych vz´ahov, pri£om je treba si uvedomi´, ºe ∆ (s0) = 0

a r (s0) k (s0) = r0k0 = 1
k0
k0 = 1:

1. f (1) (s0) = 2 (∆0 − r0n0) t0 =0

2. f (2) (s0) = 2 ((∆0 − r0n0) k0n0 + 1) = −1 + 1 = 0
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3. f (3) (s0) = 2 (∆0 − r0n0)
(
−k2

0t0 + k
(1)
0 n0

)
= 2 (−r0n0)

(
−k2

0t0 + k
(1)
0 n0

)
= −2r0k

(1)
0 n0n0 = −2r0k

(1)
0

4. f (4) (s0) = 2
(

(∆0 − r0n0)
(
−3k0k

(1)
0 t0 +

(
−k3

0 + k
(2)
0

)
n0

)
− k2

0

)
= −2r0n0

(
−3k0k

(1)
0 t0 +

(
−k3

0 + k
(2)
0

)
n0

)
− 2k2

0

= −2r0

(
−k3

0 + k
(2)
0

)
n0n0 − 2k2

0 = 2r0k
3
0 − 2r0k

(2)
0 − 2k2

0

= −2r0k
(2)
0

Z tejto vety vidíme, ºe derivácie funkcie v s0 majú naozaj súvis s krivos´ou krivky.

V tejto £asti uvedieme e²te jednu pomocnú vetu, ktorá spolu s predchádzajúcimi

bude slúºi´ k sformulovaniu a dôkazu tvrdenia o vz´ahu oskula£nej kruºnice a krivky

vo v²eobecnom bode a v oby£ajnom vrchole.

Veta 2.3.3 ([JAR63]):

Nech je daná funkcia ϕ : I → R taká, ºe: ϕ(1) (x0) = 0, . . . , ϕ(n−1) (x0) = 0

a ϕ(n) (x0) 6= 0, n > 1. Potom platí:

• ak n je nepárne, tak funkcia ϕ má v bode x0 ostrý lokálny extrém. V prípade,

ºe ϕ(n) (x0) < 0, ide o ostré lokálne maximum funkcie v tomto bode, v prípade,

ºe ϕ(n) (x0) > 0 ide o ostré lokálne minimum funkcie v tomto bode.

• ak n je párne, tak funkcia ϕ je v bode x0 lokálne monotónna. V prípade, ºe

ϕ(n) (x0) < 0, ϕ je v okolí bodu x0 klesajúca, v prípade, ºe ϕ(n) (x0) > 0, ϕ je

v okolí bodu x0 rastúca.

Na základe týchto tvrdení sformulujeme nasledovné vety:

Veta 2.3.4 (Oskula£ná kruºnica krivky vo v²eobecnom bode [BO�08]):

Nech je daná krivka P (s) prirodzenou parametrizáciou. Nech P (s0) je v²eobecný bod

tejto krivky. V bode P (s0) rovinnej krivky, ktorý nie je vrcholom, je krivos´ ostro

monotónna. Krivka prechádza z jednej strany oskula£nej kruºnice na druhú, pri£om

dovnútra kruºnice vchádza v smere rastúcej krivosti.
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Dôkaz. Vychádzame z toho, ºe bod P (s0) je v²eobecným bodom krivky, z £oho

vyplýva, ºe pre krivos´ v parametri s0 platí: k′ (s0) 6= 0. Z vety o priebehu funkcie

vyplýva, ºe krivos´ krivky je v s0 ostro monotónna, pri£om je klesajúca pre k′ (s0) < 0

a rastúca pre k′ (s0) > 0. Prvá £as´ vety je tým dokázaná.

Zoberme si teraz funkciu f (s) = |P (s)S (s0)|2 a jej derivácie v bode s0. Pod©a

predchádzajúcej vety platí:

f (1) (s0) = 0, f (2) (s0) = 0, f (3) (s0) = −2r (s0) k
(1) (s0) 6= 0, ke¤ºe k(1) (s0) 6= 0.

Znova pouºijeme vetu o pribehu funkcie tentoraz na funkciu f . Funkcia f (s) je teda

ostro monotónna v £ísle s0, pri£om klesá pre f (3) (s0) < 0 a rastie pre f (3) (s0) > 0.

Znamienko funkcie f (3) (s0) = −2r (s0) k
(1) (s0) závisí len od znamienka prvej de-

rivácie krivosti krivky v s0, ke¤ºe polomer je kladný pre kaºdé s ∈ I. Navy²e jej

znamienko je opa£né, ako je znamienko k(1) (s0). Platí teda:

1. Ak k(1) (s0) < 0, tak f (3) (s0) > 0. Potom krivos´ krivky s rastúcim s klesá

a zárove¬ funkcia f s rastúcim s rastie. To znamená, ºe pre s vä£²ie ako s0 vzdia-

lenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode P (s0) rastie, preto

pre s vä£²ie ako s0 leºia body P (s) zvonka tejto kruºnice. Naopak pre s men²ie ako

s0 vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode P (s0) klesá,

preto pre s men²ie ako s0 leºia body P (s) vnútri tejto kruºnice.

2. Ak k(1) (s0) > 0, tak f (3) (s0) < 0. Potom krivos´ krivky s rastúcim s rastie

a zárove¬ funkcia f s rastúcim s klesá. To znamená, ºe pre s vä£²ie ako s0 vzdiale-

nos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode P (s0) klesá, preto pre

s vä£²ie ako s0 leºia body P (s) vnútri tejto kruºnice. Naopak pre s men²ie ako s0

vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode P (s0) rastie,

preto pre s men²ie ako s0 leºia body P (s) zvonka tejto kruºnice.

V oboch prípadoch krivka vchádza do oskula£nej kruºnice v smere rastúcej krivosti.

Veta 2.3.5 (Oskula£ná kruºnica krivky v oby£ajnom vrchole [BO�08]):

Nech je daná krivka P (s) prirodzenou parametrizáciou. Nech P (s0) je oby£ajný
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Obr. 2.5: Oskula£ná kruºnica krivky v nevrchole, krivka prechádza z jednej strany
kruºnice na druhú

vrchol tejto krivky. V oby£ajnom vrchole P (s0) rovinnej krivky má krivos´ ostrý

lokálny extrém. Rovinná krivka ostáva v blízkosti vrchola na jednej strane oskula£nej

kruºnice, pri£om pri lokálnom minime krivosti v s0 leºí krivka vnútri oskula£nej

kruºnice a v prípade lokálneho maxima krivosti v s0 leºí krivka zvonka oskula£nej

kruºnice.

Dôkaz. Vychádzame z toho, ºe bod P (s0) je oby£ajným vrcholom krivky, z £oho

vyplýva, ºe pre krivos´ v parametri s0 platí: k(1) (s0) = 0 a k(2) (s0) 6= 0. Z vety

o priebehu funkcie vyplýva, ºe krivos´ krivky má v s0 ostrý lokálny extrém, pri£om

pre k(2) (s0) < 0 má krivos´ v s0 ostré lokálne maximum a pre k(2) (s0) > 0 má

krivos´ v s0 ostré lokálne minimum. Prvá £as´ vety je tým dokázaná.

Zoberme si teraz funkciu f (s) = |P (s)S (s0)|2 a jej derivácie v bode s0. Pod©a jed-

nej z predchádzajcich viet platí:

f (1) (s0) = 0, f (2) (s0) = 0, f (3) (s0) = −2r (s0) k
(1) (s0) = 0, ke¤ºe k(1) (s0) = 0

a f (4) (s0) = −2r (s0) k
(2) (s0) 6= 0, ke¤ºe k(2) (s0) 6= 0. Znova pouºijeme vetu

o priebehu funkcie tentoraz na funkciu f . Funkcia f (s) má v £ísle s0 lokálny ex-
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trém, pri£om pre f (3) (s0) < 0 ide o lokálne maximum a pre f (3) (s0) > 0 o lokálne

minimum funkcie f .

Znamienko funkcie f (4) (s0) = −2r (s0) k
(2) (s0) závisí len od znamienka druhej de-

rivácie krivosti krivky v s0, ke¤ºe polomer je kladný pre kaºdé s ∈ I. Navy²e jej

znamienko je opa£né, ako je znamienko k(2) (s0). Platí teda:

1. Ak k(2) (s0) < 0, tak f (4) (s0) > 0. Potom krivos´ krivky má v s0 ostré lokálne

maximum a zárove¬ funkcia f má v s0 ostré lokálne minimum. To znamená, ºe

vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode P (s0) má ostré

lokálne minimum, preto v blízkosti s0 leºia body P (s) krivky zvonka tejto kruºnice.

Krivka leºí teda lokálne v okolí bodu s0 zvonka oskula£nej kruºnice v bode P (s0).

2. Ak k(2) (s0) > 0, tak f (4) (s0) < 0. Potom krivos´ krivky má v s0 ostré lokálne

minimum a zárove¬ funkcia f má v s0 ostré lokálne maximum. To znamená, ºe

vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode P (s0) má ostré

lokálne maximum, preto v blízkosti s0 leºia body P (s) krivky vnútri tejto kruºnice.

Krivka leºí teda lokálne v okolí bodu s0 vnútri oskula£nej kruºnice v bode P (s0).

Obr. 2.6: Oskula£ná kruºnica krivky v oby£ajnom vrchole, krivka leºí zvonka
kruºnice
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Predchádzajúce vety dávajú základnú predstavu o tom, aká je poloha krivky vzh©a-

dom na oskula£nú kruºnicu vo v²eobecnom bode krivky a v oby£ajnom vrchole

krivky. E²te stále v²ak nevieme, ako sa oskula£ná kruºnica správa vo vrchole vy²²ieho

rádu. Na²ou snahou bude v ¤al²ej kapitole zisti´ nie£o viac o jej polohe práve

vo vrcholoch vy²²ieho rádu.

2.4 Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho

rádu

V predchádzajúcej kapitole sme ukázali, aká je vzájomná poloha oskula£nej kruºnice

a krivky vo v²eobecnom bode krivky a v oby£ajnom vrchole krivky. Pripome¬me

si, ºe vo v²eobecnom bode krivky P (s) danej prirodzenou parametrizáciou, teda

v bode P (s0), pre ktorý platí k(1) (s0) 6= 0, krivka prechádza z jednej strany osku-

la£nej kruºnice na druhú a v oby£ajnom vrchole krivky P (s), teda v bode P (s0),

pre ktorý platí k(1) (s0) = 0 a k(2) (s0) 6= 0, krivka leºí lokálne na jednej strane os-

kula£nej kruºnice.

V tejto kapitole je snahou vyslovi´ tvrdenie, ktoré bude hovori´ o polohe krivky

a oskula£nej kruºnice v bode krivky, ktorý nie je ani v²eobecným bodom, ani oby-

£ajným vrcholom, teda vo vrchole vy²²ieho rádu.

Vieme, ºe vrchol P (s0) krivky P (s) nazývame vrcholom k-teho rádu, ak pre krivos´,

resp. jej derivácie v parametri s0 platia vz´ahy:

k (s0) 6= 0, k(1) (s0) = 0, . . . , k(k) (s0) = 0, k ≥ 2

Medzi nevrcholom, oby£ajným vrcholom krivky a medzi vrcholm vy²²ieho rádu

krivky existuje analógia. Keby sme z de�nície vrcholu k-teho rádu vynechali pod-

mienku, ºe k ≥ 2, v²eobecný bod krivky by sme mohli povaºova´ za vrchol 0-tého

rádu krivky, kým oby£ajný vrchol by bol vrcholom 1-ého rádu krivky.

Na základe tejto predstavy by sme ©ahko dospeli k predpokladu, ºe vo vrchole

párneho rádu sa bude krivka a jej oskula£ná kruºnica správa´ rovnako, ako v nevr-
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chole krivky a vo vrchole nepárneho rádu bude poloha krivky k oskula£nej kruºnici

rovnaká, ako v oby£ajnom vrchole. V tejto kapitole tento predpoklad potvrdíme

a dokáºeme.

V predchádzajúcej kapitole sme de�novali funkciu, ktorá opisovala, ako sa mení

vzdialenos´ bodov P (s) krivky od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v okolí bodu

P (s0). Jej predpis vyzeral nasledovne:

f (s) = |P (s)S (s0)|2

= (P (s)− P (s0))
2 − 2r (s0) n (s0) (P (s)− P (s0)) + r2 (s0)

= ∆2 − 2r0n0∆ + r2
0,

kde S (s0) je stred oskula£nej kruºnice, r (s0) = r0 je jej polomer

a ∆ (s) = ∆ = P (s)− P (s0).

Okrem toho sme uviedli vetu, ktorá hovorila o tom, ako vyzerajú prvé derivácie

funkcie f a ich hodnoty v s0. Teraz nám ale nebudú sta£i´ len uvedené derivácie,

budeme potrebova´ aj ¤al²ie, n-té derivácie tejto funkcie. Preto jedna z viet, ktorú

vyslovíme, bude hovori´ o tom, ako vyzerajú derivácie n-tého rádu funkcie f . E²te

predtým v²ak zavedieme nové mnoºiny, ktoré nám neskôr výrazne u©ah£ia prácu.

De�nícia 2.4.1:

Majme danú funkciu ϕ : Rm+1 → R hladkú a diferencovate©nú a takú, ºe sp¨¬a

podmienku: ϕ (x0,0, . . . , 0) = 0 pre v²etky x0 ∈ R. Ozna£me Am mnoºinu v²etkých

funkcií, ktoré majú tieto vlastnosti, teda:

Am = {ϕ : Rm+1 → R, ϕ je hladká a direfencovate©ná a ϕ (x0,0, . . . , 0) = 0 pre

v²etky x0 ∈ R}

De�nícia 2.4.2:

Nech je daná funkcia ϕ majúca vlastnosti uvedené v predchádzajúcej de�nícii, teda

ϕ ∈ Am, nech k : I → R je krivos´ krivky a k(1) (s) , . . . , k(m) (s) , s ∈ I sú jej
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príslu²né derivácie. Potom mnoºinu v²etkých zloºených funkcií

F (s) = ϕ
(
k (s) , k(1) (s) , . . . , k(m) (s)

)
, s ∈ I budeme ozna£ova´ Am (k) a teda platí:

Am (k) = {F (s) = ϕ
(
k (s) , k(1) (s) , . . . , k(m) (s)

)
, s ∈ I ∧ ϕ ∈ Am}

O funkcii z mnoºiny Am (k) budeme tieº hovori´, ºe je funkciou typu Am (k).

Poznámka: Dôvod, pre£o zavádzame mnoºinu funkcií Am (k) je ten, ºe v nie-

ktorých nasledujúcich výpo£toch sa stretneme práve s funkciami z tejto mnoºiny,

ktoré obsahujú rôzne kombinácie krivosti krivky a jej derivácií, pri£om nie vºdy je

dôleºitý presný tvar týchto funkcií. Sta£í vedie´, derivácie ktorého najvy²²ieho rádu

obsahujú.

Veta 2.4.1 (Pravidlá pre po£ítanie s funkciami typu Am (k)):

Nech m, n sú prirodzené £ísla a nech a
(
k, . . . k(m)

)
∈ Am (k), b

(
k, . . . k(n)

)
∈ An (k),

c ∈ R. Nech k je krivos´ krivky a k(i) je i-ta derivácia krivosti. Potom:

1. ka
(
k, . . . k(m)

)
∈ Am (k)

2. k(n)a
(
k, . . . k(m)

)
∈ Al (k), kde l = max {m,n}

3. a
(
k, . . . k(m)

)
+ a

(
k, . . . k(n)

)
∈ Al (k), kde l = max {m,n}

4. ca
(
k, . . . k(m)

)
∈ Am (k)

5.
(
a
(
k, . . . k(m)

))′ ∈ Am+1 (k)

Dôkaz. Pri dôkaze prvých 4 tvrdení si sta£í uvedomi´, akú vlastnos´ má funkcia

a
(
k, . . . , k(m)

)
∈ Am (k) a ako sa táto funkcia zmení pri operáciach nazna£ených

vo vete.

Posledné tvrdenie dokáºeme podrobnej²ie. Je treba si uvedomi´, ºe a
(
k, . . . , k(m)

)
je zloºená funkcia a

(
k, . . . , k(m)

)
(s) = a

(
k (s) , . . . , k(m) (s)

)
, kde a (x1, . . . , xm) je

funkcia z mnoºiny Am. Derivujeme ju pod©a pravidiel o derivácii zloºenej funkcie.

Platí teda:(
a
(
k, . . . , k(m)

))′
= ∂a

∂x0
k(1) + ∂a

∂x1
k(2) + · · · ∂a

∂xm
k(m+1) = ψ

(
k, k(1), . . . , k(m+1)

)
Z tvaru výslednej derivácie je jasné, ºe ak

(
a
(
k, . . . , k(m)

))′
je zloºená funkcia

s vonkaj²ou zloºkou ψ (x0, . . . , xm+1) = ∂a
∂x0
x1 + ∂a

∂x1
x2 + · · · ∂a

∂xm
xm+1 a s vnútornými

40



Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

zloºkami x0 = k, x1 = k(1), . . . , xm+1 = k(m+1). Podmienka ψ (x0, 0, . . . , 0) = 0 pre

v²etky x0 ∈ R je zrejme splnená, preto ψ ∈ Am+1, £iºe
(
a
(
k, . . . , k(m)

))′ ∈ Am+1 (k).

Tým je veta dokázaná.

Vyuºijúc predchádzajúce poznatky sformulujeme vetu o n-tej derivácii funkcie f :

Veta 2.4.2 (Derivácie n-tého rádu funkcie f):

Nech je daná funkcia f : I → R s predpisom f (s) = |P (s)S (s0)|2, kde P (s) je bod

krivky danej prirodzenou parametrizáciou a S (s0) je stred oskula£nej kruºnice. Nech

krivos´ krivky v bode P (s) je k (s) a ∆ (s) = P (s)− S (s0). Potom pre kaºdé n ≥ 5

existujú také funkcie an

(
k, . . . , k(n−3)

)
∈ An−3 (k), bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
∈ An−4 (k) a

cn
(
k, . . . , k(n−4)

)
∈ An−4 (k), ºe pre n-tú deriváciu funkcie f (s) platí:

1. Ak n je párne, tak

f (n) (s) = 2 ((∆ (s)− r (s0) n (s0)) (αn (s) t (s) + βn (s) n (s)) + γn (s)), n ≥ 5

kde

αn (s) = an

(
k, . . . , k(n−3)

)
,

βn (s) = (−1)
n
2
−1 kn−1 (s) + k(n−2) (s) + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
,

γn (s) = (−1)
n
2
−1 kn−2 (s) + cn

(
k, . . . , k(n−4)

)
, n ≥ 5

2. Ak n je nepárne, tak

f (n) (s) = 2 ((∆ (s)− r (s0) n (s0)) (αn (s) t (s) + βn (s) n (s)) + γn (s)) , n ≥ 5

kde

αn (s) = (−1)
n−1

2 kn−1 (s) + an

(
k, . . . , k(n−3)

)
βn (s) = k(n−2) (s) + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
γn (s) = cn

(
k, . . . , k(n−4)

)
, n ≥ 5

Dôkaz. Vetu budeme dokazova´ matematickou indukciou.

1. Vieme, ºe pre n = 4 je derivácia f vyjadrená takto:

f (4) = 2
(
(∆− r0n0)

(
−3kk(1)t +

(
−k3 + k(2)

)
n
)
− k2

)
= 2 ((∆− r0n0) (α4t + β4n) + γ4) ,
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kde α4 = −3kk(1), β4 = −k3 + k(2) a γ4 = −k2.

Derivujme tento vz´ah:

f (5) =
(
2
(
(∆− r0n0)

(
−3kk(1)t +

(
−k3 + k(2)

)
n
)
− k2

))′
= (2 ((∆− r0n0) (α4t + β4n) + γ4))

′

= 2
(
(∆− r0n0)

′ (α4t + β4n) + (∆− r0n0) (α4t + β4n)′ + γ′4
)

Po£ítajme (∆− r0n0)
′ (α4t + β4n), pri£om vieme, ºe (∆− r0n0)

′ = t:

(∆− r0n0)
′ (α4t + β4n) = t (α4t + β4n) = α4 = −3kk(1)

Po£ítajme teraz (∆− r0n0) (α4t + β4n)′:

(∆− r0n0) (α4t + β4n)′ = (∆− r0n0) (α′4t + α4t
′ + β′4n + β4n

′)

Pre deriváciu α4 a β4 platí:

α′4 =
(
−3kk(1)

)′
= −3

(
k(1)
)2 − 3kk(2)

β′4 =
(
−k3 + k(2)

)′
= −3k2k(1) + k(3)

Po prenásobení α′4 vektorom t a β′4 vektorom n dostávame:

α′4t =
(
−3
(
k(1)
)2 − 3kk(2)

)
t

β′4n =
(
−3k2k(1) + k(3)

)
n

Pouºijúc Frenetove vzorce dostávame vz´ahy na výpo£et α4t
′ a β4n

′:

α4t
′ =
(
−3kk(1)

)
t′ =

(
−3kk(1)

)
kn = −3k2k(1)n

β4n
′ =
(
−k3 + k(2)

)
n′ =

(
−k3 + k(2)

)
(−kt) =

(
k4 − kk(2)

)
t

Po s£ítaní týchto vz´ahov dostávame:

(α4t + β4n)′ = (α′4t + α4t
′ + β′4n + β4n

′)

=
(
t
(
k4 − 4kk(2) − 3

(
k(1)
)2)

+ n
(
−6k2k(1) + k(3)

))
Nech a5(k, k

(1), k(2)) = −4kk(2) − 3
(
k(1)
)2

a b5
(
k, k(1)

)
= −6k2k(1), potom platí:
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(α4t + β4n)′ = t
(
k4 + a5(k, k

(1), k(2))
)

+ n
(
k(3) + b5

(
k, k(1)

))
Dosadením týchto výpo£tov do f (5) dostávame:

f (5) = 2
(
−3kk(1) + (∆− r0n0) (α5t + β5n)− 2kk(1)

)
,

kde α5 = k4 + a5(k, k
(1), k(2)) a β5 = k(3) + b5

(
k, k(1)

)
Ak c5

(
k, k(1)

)
= −5kk(1), potom vz´ah pre piatu deriváciu funkcie f má tvar:

f (5) = 2
(
(∆− r0n0) (α5t + β5n) + c5

(
k, k(1)

))
= 2 ((∆− r0n0) (α5t + β5n) + γ5) ,

kde α5 = k4 + a5(k, k
(1), k(2)) , β5 = k(3) + b5

(
k, k(1)

)
a γ5 = c5

(
k, k(1)

)
. Tým je

vz´ah pre n=5 dokázaný.

Derivovaním f (5) ukáºeme, ºe vz´ah z vety platí aj pre f (6):

f (6) = (2 ((∆− r0n0) (α5t + β5n) + γ5))
′,

kde α5 = k4 + a5(k, k
(1), k(2)) , β5 = k(3) + b5

(
k, k(1)

)
a γ5 = c5

(
k, k(1)

)
.

Derivujme tento vz´ah:

f (6) = 2
(
(∆− r0n0)

′ (α5t + β5n) + (∆− r0n0) (α5t + β5n)′ + γ′5
)

Po£ítajme (∆− r0n0)
′ (α5t + β5n), pri£om vieme, ºe (∆− r0n0)

′ = t:

(∆− r0n0)
′ (α5t + β5n) = t (α5t + β5n) = α5 = k4 + a5(k, k

(1), k(2))

Po£ítajme teraz (∆− r0n0) (α5t + β5n)′:

(∆− r0n0) (α5t + β5n)′ = (∆− r0n0) (α′5t + α5t
′ + β′5n + β5n

′)

Pre deriváciu α5 a β5 platí:

α′5 =
(
k4 + a5(k, k

(1), k(2))
)′

= 4k3k(1) + a∗5(k, . . . , k
(3))
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Ke¤ºe 4k3k(1) ∈ A3 (k) a aj a∗5(k, . . . , k
(3)) ∈ A3 (k), tak ich sú£tom dostávame opä´

opä´ funkciu z A3 (k) a teda pod©a vety hovoriacej o pravidlách po£ítania s funkciami

tohto typu máme, ºe 4k3k(1) + a∗5(k, . . . , k
(3)) = a∗5(k, . . . , k

(3)) a platí teda:

α′5 = a∗5(k, . . . , k
(3))

β′5 =
(
k(3) + b5

(
k, k(1)

))′
= k(4) + b∗5

(
k, . . . , k(2)

)
Po prenásobení α′5 vektorom t a β′5 vektorom n dostávame:

α′5t = a∗5(k, . . . , k
(3))t

β′5n =
(
k(4) + b∗5

(
k, . . . , k(2)

))
n

Pouºijúc Frenetove vzorce dostávame vz´ahy na výpo£et α5t
′ a β5n

′:

α5t
′ =

(
k4 + a5(k, k

(1), k(2))
)
t′ =

(
k4 + a5(k, k

(1), k(2))
)
kn

=
(
k5 + ka5(k, k

(1), k(2))
)
n =

(
k5 + a5(k, k

(1), k(2))
)
n

β5n
′ =

(
k(3) + b5

(
k, k(1)

))
n′ =

(
k(3) + b5

(
k, k(1)

))
(−kt)

=
(
−kk(3) − kb5

(
k, k(1)

))
t =

(
−kk(3) + b5

(
k, k(1)

))
t

Po s£ítaní týchto vz´ahov dostávame:

(α5t + β5n)′ = (α′5t + α5t
′ + β′5n + β5n

′) = (α6t + β6n),

kde

α6 = −kk(3) + b5
(
k, k(1)

)
+ a∗5(k, . . . , k

(3))

β6 = k5 + a5(k, k
(1), k(2)) + k(4) + b∗5

(
k, . . . , k(2)

)
Ke¤ºe −kk(3) ∈ A3 (k) a a∗5(k, . . . , k

(3)) ∈ A3 (k) tak ich sú£tom dostávame opä´

a∗5(k, . . . , k
(3)) a s£ítaním tejto funkcie s b5

(
k, k(1)

)
dostávame pod©a pravidiel

o po£ítaní s týmito funkciami funkciu a6(k, . . . , k
(3)), £iºe α6 = a6(k, . . . , k

(3)).

Rovnako sú£tom a5(k, k
(1), k(2)) a b∗5

(
k, . . . , k(2)

)
dostávame funkciu
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b6(k, . . . , k
(2)), £iºe β6 = b6(k, . . . , k

(2)).

Platí teda:

(α5t + β5n)′ = (α6t + β6n)

=
(
t
(
a6(k, . . . , k

(3))
)

+ n
(
k5 + k(4) + b6

(
k, . . . , k(2)

)))
Pre deriváciu γ5 platí: (γ5)

′ =
(
c5
(
k, k(1)

))′
= c∗5(k, . . . , k

(2))

Dosadením týchto výpo£tov do f (6) dostávame:

f (6) = 2
(
k4 + a5(k, . . . , k

(2)) + (∆− r0n0) (α6t + β6n) + c∗5(k, . . . , k
(2))
)
,

kde α6 = a6(k, . . . , k
(3)) a β6 = k5 + k(4) + b6

(
k, . . . , k(2)

)
S£ítaním a5(k, . . . , k

(2)) a c∗5(k, . . . , k
(2)) dostávame funkciu c6(k, . . . , k

(2)) a teda

vz´ah pre ²iestu deriváciu funkcie f má tvar:

f (6) = 2
(
(∆− r0n0) (α6t + β6n) + k4 + c6(k, . . . , k

(2))
)

= 2 ((∆− r0n0) (α6t + β6n) + γ6) ,

kde α6 = a6(k, . . . , k
(3)) , β6 = k5 + k(4) + b6

(
k, . . . , k(2)

)
a γ6 = k4 + c6(k, . . . , k

(2)).

Tým je vz´ah pre n = 6 dokázaný. Prvý krok indukcie platí.

2. Nech teraz platí vz´ah pre výpo£et derivácie n-tého stup¬a, ak je n je nepárne.

Derivujme tento vz´ah:

f (n+1) = (2 ((∆− r0n0) (αnt + βnn) + γn))′,

kde

αn = (−1)
n−1

2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

)
,

βn = k(n−2) + bn
(
k, . . . , k(n−4)

)
,

γn = cn
(
k, . . . , k(n−4)

)
Potom

f (n+1) = 2
(
(∆− r0n0)

′ (αnt + βnn) + (∆− r0n0) (αnt + βnn)′ + γ′n
)
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Ke¤ºe (∆− r0n0)
′ = t, tak platí:

(∆− r0n0)
′ (αnt + βnn) = t (αnt + βnn) = αn

= (−1)
n−1

2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

)
Po£ítajme (αnt + βnn)′:

(αnt + βnn)′ = (α′nt + αnt
′ + β′nn + βnn

′)

Pre deriváciu αn a βn platí:

α′n =
(

(−1)
n−1

2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

))′
= (−1)

n−1
2 (n− 1) kn−2k(1) + a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)
Ke¤ºe (−1)

n−1
2 (n− 1) kn−2k(1) aj a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)
sú z mnoºiny An−2 (k) a vieme

ich s£íta´, tak dostávame:

α′n = a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
β′n =

(
k(n−2) + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))′
= k(n−1) + b∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
Ak prenásobíme α′n vektorom t a β′n vektorom n, dostávame vz´ahy:

α′nt = a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
t

β′nn =
(
k(n−1) + b∗n

(
k, . . . , k(n−3)

))
n

Po pouºití Frenetových vzorcov a vety 2.4.1. dostávame vz´ahy pre výpo£et αnt
′ a

βnn
′ :

αnt
′ =

(
(−1)

n−1
2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

))
t′

=
(

(−1)
n−1

2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

))
kn

=
(

(−1)
n−1

2 kn + kan

(
k, . . . , k(n−3)

))
n

=
(

(−1)
n−1

2 kn + an

(
k, . . . , k(n−3)

))
n
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βnn
′ =

(
k(n−2) + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))
n′

=
(
k(n−2) + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))
(−kt)

=
(
−kk(n−2) − kbn

(
k, . . . , k(n−4)

))
t

=
(
−kk(n−2) + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))
t

S£ítaním týchto vz´ahov dostávame:

(αnt + βnn)′ = (α′nt + αnt
′ + β′nn + βnn

′) = αn+1t + βn+1n,

kde

αn+1 = a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
− kk(n−2) + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
,

βn+1 = k(n−1) + b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
+ (−1)

n−1
2 kn + an

(
k, . . . , k(n−3)

)
Ke¤ºe −kk(n−2) a a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)
sú funkcie z mnoºiny An−2 (k), tak ich sú£-

tom dostávame opä´ a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
a sú£tom tejto funkcie s bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
je

pod©a vety 2.4.1. funkcia an+1

(
k, . . . , k(n−2)

)
, preto αn+1 = an+1

(
k, . . . , k(n−2)

)
.

Rovnako sú£tom b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
a an

(
k, . . . , k(n−3)

)
je funkcia bn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
,

preto βn+1 = k(n−1) + (−1)
n−1

2 kn + bn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
.

Derivovaním γn = cn
(
k, . . . , k(n−4)

)
dostávame γ′n = c∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
.

Dosadením týchto výpo£tov do vyjadrenia f (n+1) dostávame:

f (n+1) = 2 ((∆− r0n0) (αn+1t + βn+1n) + γn+1),

kde

αn+1 = an+1

(
k, . . . , k(n−2)

)
βn+1 = k(n−1) + (−1)

n−1
2 kn + bn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
γn+1 = (−1)

n−1
2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

)
+ c∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
Sú£tom an

(
k, . . . , k(n−3)

)
a c∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
je cn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
a teda platí:

f (n+1) = 2 ((∆− r0n0) (αn+1t + βn+1n) + γn+1),
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kde

αn+1 = an+1

(
k, . . . , k(n−2)

)
βn+1 = k(n−1) + (−1)

n−1
2 kn + bn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
γn+1 = (−1)

n−1
2 kn−1 + cn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
Posunutím indexu n+ 1 na n v ráde derivácie dostaneme:

f (n) = 2 ((∆− r0n0) (αnt + βnn) + γn),

kde

αn = an

(
k, . . . , k(n−3)

)
βn = k(n−2) + (−1)

n
2
−1 kn−1 + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
γn = (−1)

n
2
−1 kn−2 + cn

(
k, . . . , k(n−4)

)
, n je párne

Ukázali sme teda, ºe deriváciou vyjadrenia nepárneho rádu derivácie naozaj do-

staneme vyjadrenie párneho rádu derivácie.

3. Nech teraz platí vz´ah pre výpo£et derivácie n-tého stup¬a, ak je n je párne.

Derivujme tento vz´ah:

f (n+1) = (2 ((∆− r0n0) (αnt + βnn) + γn))′,

kde αn = an

(
k, . . . , k(n−3)

)
, βn = k(n−2) + (−1)

n
2
−1 kn−1 + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
a γn = (−1)

n
2
−1 kn−2 + cn

(
k, . . . , k(n−4)

)
.

Potom

f (n+1) = 2
(
(∆− r0n0)

′ (αnt + βnn) + (∆− r0n0) (αnt + βnn)′ + γ′n
)

Ke¤ºe (∆− r0n0)
′ = t, tak platí:

(∆− r0n0)
′ (αnt + βnn) = t (αnt + βnn) = αn = an

(
k, . . . , k(n−3)

)
Po£ítajme (αnt + βnn)′:

(αnt + βnn)′ = (α′nt + αnt
′ + β′nn + βnn

′)
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Pre deriváciu αn a βn platí:

α′n =
(
an

(
k, . . . , k(n−3)

))′
= a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)

β′n =
(
k(n−2) + (−1)

n
2
−1 kn−1 + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))′
= k(n−1) + (−1)

n
2
−1 (n− 1) kn−2k(1) + b∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
Pod©a vety 2.4.1 je sú£tom funkcií (−1)

n
2
−1 (n− 1) kn−2k(1) a b∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
opä´

funkcia b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
, preto platí:

β′n = k(n−1) + b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
Ak prenásobíme α′n vektorom t a β′n vektorom n, dostávame vz´ahy:

α′nt = a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
t

β′nn =
(
k(n−1) + b∗n

(
k, . . . , k(n−3)

))
n

Po pouºití Frenetových vzorcov dostávame vz´ahy pre výpo£et αnt
′ a βnn

′ :

αnt
′ =

(
an

(
k, . . . , k(n−3)

))
t′

=
(
an

(
k, . . . , k(n−3)

))
kn

=
(
kan

(
k, . . . , k(n−3)

))
n

=
(
an

(
k, . . . , k(n−3)

))
n

βnn
′ =

(
k(n−2) + (−1)

n
2
−1 kn−1 + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))
n′

=
(
k(n−2) + (−1)

n
2
−1 kn−1 + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))
(−kt)

=
(
−kk(n−2) + (−1)

n
2 kn − kbn

(
k, . . . , k(n−4)

))
t

=
(
−kk(n−2) + (−1)

n
2 kn + bn

(
k, . . . , k(n−4)

))
t

S£ítaním týchto vz´ahov dostávame:

(αnt + βnn)′ = (α′nt + αnt
′ + β′nn + βnn

′) = αn+1t + βn+1n,

49



Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

kde

αn+1 = a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
− kk(n−2) + (−1)

n
2 kn + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
,

βn+1 = k(n−1) + b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
+ an

(
k, . . . , k(n−3)

)
γn+1 = (γn)′ =

(
(−1)

n
2
−1 kn−2 + cn

(
k, . . . , k(n−4)

))′

Derivovaním γn = (−1)
n
2
−1 kn−2 + cn

(
k, . . . , k(n−4)

)
dostávame:

γ′n = (−1)
n
2
−1 (n− 2) kn−3k(1) + c∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
a ke¤ºe (−1)

n
2
−1 (n− 2) kn−3k(1) aj c∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
sú z An−3 (k), tak

γ′n = c∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
.

Dosadením týchto výpo£tov do vyjadrenia f (n+1) dostávame:

f (n+1) = 2 ((∆− r0n0) (αn+1t + βn+1n) + γn+1),

kde

αn+1 = a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
− kk(n−2) + (−1)

n
2 kn + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
βn+1 = k(n−1) + b∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
+ an

(
k, . . . , k(n−3)

)
γn+1 = c∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
+ an

(
k, . . . , k(n−3)

)
Ke¤ºe −kk(n−2) a a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)
patria mnoºine An−2 (k), tak ich sú£tom pod©a

vety 2.4.1 dostávame opä´ funkciu a∗n
(
k, . . . , k(n−2)

)
, po jej s£ítaní s bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
dostaneme pod©a rovnakej vety opä´ funkciu a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)
a teda αn+1 = (−1)

n
2 kn + a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)
.

Rovnako s£ítaním b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
a an

(
k, . . . , k(n−3)

)
dostávame

b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
a teda βn+1 = k(n−1) + b∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
.

Sú£tom an

(
k, . . . , k(n−3)

)
a c∗n

(
k, . . . , k(n−3)

)
je cn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
a teda

γn+1 = cn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
.
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Pre f (n+1) teda platí:

f (n+1) = 2 ((∆− r0n0) (αn+1t + βn+1n) + γn+1),

kde

αn+1 = (−1)
n
2 kn + a∗n

(
k, . . . , k(n−2)

)
,

βn+1 = k(n−1) + b∗n
(
k, . . . , k(n−3)

)
,

γn+1 = cn+1

(
k, . . . , k(n−3)

)
.

Posunutím indexu n+ 1 na n v ráde derivácie dostaneme:

f (n) = 2 ((∆− r0n0) (αnt + βnn) + γn),

kde

αn = (−1)
n−1

2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

)
,

βn = k(n−2) + bn
(
k, . . . , k(n−4)

)
,

γn = cn
(
k, . . . , k(n−4)

)
, n je nepárne.

Ukázali sme teda, ºe deriváciou vyjadrenia párneho rádu derivácie naozaj dosta-

neme vyjadrenie nepárneho rádu derivácie. Tým je veta dokázaná.

Poznámka: Ako uvidíme neskôr, funkcie an, bn, cn výrazne zjednodu²ia prácu

s deriváciami funkcie f v parametri s0.

Na základe uvedených de�nícií a viet teraz vyslovíme vetu, ktorá hovorí o vzájomnej

polohe oskula£nej kruºnice a krivky vo vrchole vy²²ieho rádu:

Veta 2.4.3 (Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu):

Nech je daná krivka vyjadrená prirodzenou parametrizáciou P (s), s ∈ I a nech

P (s0) je vrcholom k-teho rádu tejto krivky. Potom:
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1. ak k je nepárne, krivos´ krivky má v tomto bode ostrý lokálny extrém a rovinná

krivka ostáva v blízkosti vrchola na jednej strane oskula£nej kruºnice. V prípade

lokálneho minima krivosti krivka leºí lokálne vnútri oskula£nej kruºnice, pri

lokálnom maxime krivosti zvonka oskula£nej kruºnice.

2. ak k je párne, krivos´ krivky je ostro monotónna a krivka prechádza z jednej

strany oskula£nej kruºnice na druhú. Dovnútra oskula£nej kruºnice vchádza

v smere rastúcej krivosti.

Dôkaz. Nech bod P (s0) danej krivky je bod k-teho rádu. Pre krivos´ krivky v tomto

bode platí: k (s0) 6= 0, k(1) (s0) = 0, . . . , k(k) (s0) = 0 a k(k+1) (s0) 6= 0.

Ak k je nepárne, tak k + 1 je párne. Pod©a vety o priebehu funkcie uvedenej

v predchádzajúcej kapitole platí, ºe krivos´ má v s0 ostrý lokálny extrém.

Ak k je párne, tak k + 1 je nepárne. Pod©a vety o priebehu funkcie uvedenej

v predchádzajúcej kapitole platí, ºe krivos´ je v s0 ostro monotónna.

Tým je prvá £as´ vety dokázaná.

Ukáºeme, ºe rovnosti k(1) (s0) = 0, . . . , k(k) (s0) = 0 a nerovnos´ k(k+1) (s0) 6= 0

dávajú pre funkciu f (s) = |P (s)S (s0)|2 a jej derivácie v s0 nasledovné vz´ahy:

f (1) (s0) = . . . = f (k+2) (s0) = 0 a f (k+3) (s0) 6= 0

Pre n-tú deriváciu funkcie f v prípade, ºe n je nepárne platí:

f (n) = 2 ((∆− r0n0) (αnt + βnn) + γn),

kde

αn = (−1)
n−1

2 kn−1 + an

(
k, . . . , k(n−3)

)
,

βn = k(n−2) + bn
(
k, . . . , k(n−4)

)
,

γn = cn
(
k, . . . , k(n−4)

)
Dosadením £ísla s0 do tejto derivácie dostávame:

f (n) (s0) = 2 ((∆0 − r0n0) ((αn (s0) t0 + βn (s0) n0) + γn (s0)))
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Ke¤ºe ∆ (s) = P (s) − P (s0), po dosadení s0 sa tento £len vynuluje. Tieº platí, ºe

n0t0 = 0 a t0t0 = 1, £ím dostávame:

f (n) (s0) = 2 (−r0βn (s0) + γn (s0))

= 2
(
−r0

(
k

(n−2)
0 + bn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

))
+ cn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

))
Najvy²²í rád derivácie, ktorý sa v tejto rovnosti objavuje, je (n− 2), preto ak

k
(1)
0 = . . . = k

(n−2)
0 = 0, tak cn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

)
= 0, bn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

)
= 0 a aj

k
(n−2)
0 = 0, teda f (n) (s0) = 0 pre n nepárne.

V prípade, ºe P (s0) je vrchol k-teho rádu, tak k(1) (s0) = 0, . . . , k(k) (s0) = 0, a teda

aj f (k+2) (s0) = 0 pre k nepárne.

Pre n-tú deriváciu funkcie f v prípade, ºe n je párne platí:

f (n) = 2 ((∆− r0n0) (αnt + βnn) + γn),

kde

αn = an

(
k, . . . , k(n−3)

)
βn = k(n−2) + (−1)

n
2
−1 kn−1 + bn

(
k, . . . , k(n−4)

)
γn = (−1)

n
2
−1 kn−2 + cn

(
k, . . . , k(n−4)

)
Dosadením £ísla s0 do tejto derivácie dostávame:

f (n) (s0) = 2 ((∆0 − r0n0) ((αn (s0) t0 + βn (s0) n0) + γn (s0)))

Opä´ vyuºijúc, ºe ∆0 = 0, n0t0 = 0 a t0t0 = 1, dostávame:

f (n) (s0) = 2 (−r0βn (s0) + γn (s0)),

kde

βn (s0) = (−1)
n
2
−1 kn−1

0 + k
(n−2)
0 + bn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

)
γn (s0) = (−1)

n
2
−1 kn−2

0 + cn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

)

53



Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

Najvy²²í rád derivácie, ktorý sa v tejto rovnosti objavuje, je (n− 2), preto ak

k
(1)
0 = . . . = k

(n−2)
0 = 0, tak cn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

)
= 0, bn

(
k0, . . . , k

(n−4)
0

)
= 0 a aj

k
(n−2)
0 = 0, z toho f (n) (s0) = 2

(
(−1)

n
2
−1 kn−2

0 − r0
(

(−1)
n
2
−1 kn−1

0

))
.

r0 vieme pomocou krivosti krivky vyjadri´ ako 1
k0
, zo sú£inu r0kn−1

0 dostávame tak

kn−2
0 . Tým v tomto vz´ahu máme dva rovnaké £leny s opa£nými zmanienkami, ktoré

sa po s£ítaní vynulujú a teda f (n) (s0) = 0 pre n párne.

V prípade, ºe P (s0) je vrchol k-teho rádu, tak k(1) (s0) = 0, . . . , k(k) (s0) = 0, a teda

aj f (k+2) (s0) = 0 pre k párne.

Ukázali sme teda, ºe nezávisle od toho, £i je rád vrcholu k párny alebo nepárny,

v²etky derivácie funkcie f aº po rád k + 2 sa vynulujú. Teraz chceme zisti´, ako

bude vyzera´ f (k+3) (s0). Tu môºu nasta´ 2 prípady:

1. ak k je nepárne, tak (k + 3) je párne

2. ak k je párne, tak (k + 3) je nepárne

Oba tieto prípady musíme rie²i´ zvlá²´:

1. ak k je nepárne, tak (k + 3) je párne a platí:

f (k+3) (s0) = 2 ((∆0 − r0n0) ((αk+3 (s0) t0 + βk+3 (s0) n0) + γk+3 (s0))),

kde

αk+3 (s0) = ak+3

(
k0, . . . , k

(k)
0

)
,

βk+3 (s0) = (−1)
k+3
2
−1 kk+2

0 + k
(k+1)
0 + bk+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)
,

γk+3 (s0) = (−1)
k+3
2
−1 kk+1

0 + ck+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)

Vyuºijúc, ºe ∆0 = 0, n0t0 = 0, t0t0 = 1, k(1) (s0) = 0, . . . , k(k) (s0) = 0 a tým
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Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

aj ck+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)
= 0 a bk+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)
= 0 dostávame:

f (k+3) (s0) = 2
(

(−1)
k+3
2
−1 kk+1

0 − r0
(

(−1)
k+3
2
−1 kk+2

0 + k
(k+1)
0

))
= 2

((
(−1)

k+3
2
−1 kk+1

0 − (−1)
k+3
2
−1 kk+1

0

)
− r0k(k+1)

0

)
= −2r0k

(k+1)
0 6= 0,

lebo k(k+1)
0 6= 0.

Vieme, ºe polomer oskula£nej kruºnice r0 je kladný, preto f (k+3) (s0) má opa£né

znamienko ako k(k+1)
0 .

Ak k
(k+1)
0 > 0, tak f (k+3) (s0) < 0. Pod©a vety o priebehu funkcie má f (s) v s0

ostré lokálne maximum a krivos´ krivky má v bode P (s0) ostré lokálne minimum.

To znamená, ºe vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode

P (s0) má ostré lokálne maximum, preto v blízkosti s0 leºia body P (s) krivky vnútri

tejto kruºnice. Krivka leºí teda lokálne v okolí bodu s0 vnútri oskula£nej kruºnice

v bode P (s0).

Ak k
(k+1)
0 < 0, tak f (k+3) (s0) > 0. Pod©a vety o priebehu funkcie má f (s) v s0

ostré lokálne minimum a krivos´ krivky má v bode P (s0) ostré lokálne maximum.

To znamená, ºe vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice S (s0) v bode

P (s0) má ostré lokálne minimum, preto v blízkosti s0 leºia body P (s) krivky zvonka

tejto kruºnice. Krivka leºí teda lokálne v okolí bodu s0 zvonka oskula£nej kruºnice

v bode P (s0).

2. ak k je párne, tak (k + 3) je nepárne a platí:

f (k+3) (s0) = 2 ((∆0 − r0n0) ((αk+3 (s0) t0 + βk+3 (s0) n0) + γk+3 (s0))),

kde

αk+3 (s0) = (−1)
k+2
2 kk+2

0 + ak+3

(
k0, . . . , k

(k)
0

)
,

βk+3 (s0) = k
(k+1)
0 + bk+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)
,

γk+3 (s0) = ck+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)
Vyuºijúc, ºe ∆0 = 0, n0t0 = 0, t0t0 = 1, k(1) (s0) = 0, . . . , k(k) (s0) = 0 a tým aj
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Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

ck+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)
= 0 a bk+3

(
k0, . . . , k

(k−1)
0

)
= 0 dostávame:

f (k+3) (s0) = 2
(
−r0k(k+1)

0

)
= −2r0k

(k+1)
0 6= 0, lebo k(k+1)

0 6= 0

Vieme, ºe polomer oskula£nej kruºnice r0 je kladný, preto f (k+3) (s0) má opa£né

znamienko ako k(k+1)
0 .

Ak k(k+1)
0 > 0, tak f (k+3) (s0) < 0. Pod©a vety o priebehu funkcie f (s) v s0 s rastúcim

s lokálne klesá a krivos´ krivky v bode P (s0) s rastúcim s rastie. To znamená, ºe

pre s blízke s0 a vä£²ie ako s0 vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice

S (s0) v bode P (s0) klesá, preto pre také £ísla s leºia body krivky vnútri kruºnice.

Z rovnakého dôvodu leºia body P (s) pre s blízke k s0 a men²ie ako s0 zvonka osku-

la£nej kruºnice v bode P (s0).

Ak k(k+1)
0 < 0, tak f (k+3) (s0) > 0. Pod©a vety o priebehu funkcie f (s) v s0 s rastúcim

s lokálne rastie a krivos´ krivky v bode P (s0) s rastúcim s rklesá. To znamená, ºe

pre s blízke s0 a vä£²ie ako s0 vzdialenos´ bodov P (s) od stredu oskula£nej kruºnice

S (s0) v bode P (s0) rastie, preto pre také £ísla s leºia body krivky zvonka kruºnice.

Z rovnakého dôvodu leºia body P (s) pre s blízke k s0 a men²ie ako s0 vnútri osku-

la£nej kruºnice v bode P (s0).

Predchádzajúca veta hovorí o tom, aká je vzájomná poloha krivky oskula£nej kruºnice

vo vrchole vy²²ieho rádu. Teraz uº máme predstavu, aký je vz´ah oskula£nej kruºnice

a krivky nielen vo v²eobecnom bode a oby£ajnom vrchole, ale aj vo vrchole vy²²ieho

rádu.
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Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

Obr. 2.7: Oskula£ná kruºnica krivky danej predpisom f (x) = x5 + 0, 08x4 + 0, 2x2

vo vrchole druhého rádu

Obr. 2.8: Detail oskula£nej kruºnice krivky vo vrchole druhého rádu, krivka
prechádza z jednej strany kruºnice na druhú
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Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

Obr. 2.9: Oskula£ná kruºnica krivky danej predpisom f (x) = x6 + 0, 08x4 + 0, 2x2

vo vrchole tretieho rádu

Obr. 2.10: Detail oskula£nej kruºnice krivky vo vrchole tretieho rádu, krivka leºí na
jednej strane kruºnice
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Oskula£ná kruºnica krivky vo vrchole vy²²ieho rádu

Obr. 2.11: Oskula£ná kruºnica krivky danej predpisom f (x) = x7 + x4 + x2 vo
vrchole tretieho rádu
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Kapitola 3

Vizualizácia vybraných vlastností

kriviek a oskula£nej kruºnice

Sú£as´ou diplomovej práce je program slúºiaci predov²etkým na vizualizáciu osku-

la£nej kruºnice krivky v nevrchole, v oby£ajnom vrchole ako aj vo vrchole vy²²ieho

rádu. Okrem toho umoº¬uje sledova´ a vizualizova´ aj niekotré iné vybrané vlast-

nosti zvolenej krivky.

Program je napísaný v programovacom jazyku C++, pri£om na vykres©ovanie sa

pouºíva gra�cká kniºnica OpenGL.

Výsledná aplikácia sa skladá z jedného hlavného okna, ktoré je rozdelené na 7 £astí.

Z toho najvä£²ia £as´ slúºi na vykres©ovanie a ¤al²ích 6 panelov na rôzne nastavenia

vykres©ovaných objektov.

Napravo od vykres©ovacieho okna sa nachádza panel slúºiaci na nastavenie intervalov

v x-ovom a y-ovom smere, v ktorých sa bude vykres©ova´. Uºívate© nastavuje rozsah

intervalu v x-ovom smere zadaním hodnôt xmin a xmax a rozsah v y-ovom smere

vo©bou hodnôt ymin a ymax. Aplikácia umoº¬uje zadáva´ do príslu²ných polí£ok

bu¤ celé alebo desatinné £ísla, pri£om z dôvodu jednoduch²ej práce s vykres©o-

vaním sa zadané desatinné £ísla automaticky prepisujú na najbliº²ie celé £íslo alebo

na najbliºsie desatinné £íslo, ktorého desatinná £as´ je 0.5. Uºívate© svoju vo©bu
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Obr. 3.1: Okno otvorené po spustení programu

potvrdzuje stla£ením tla£ítka Nastav, pri£om sa to automaticky prejaví aj v okne

slúºiacom na vykre©ovanie. Na tomto paneli sa nachádza aj za²krtávacie polí£ko,

ktoré umoº¬uje vo©bu, £i sa pri kreslení bude alebo nebude zobrazova´ mrieºka.

Pod vykres©ovacím oknom sa pozd¨º celej ²írky hlavného okna nachádzajú ¤al²ie

panely slúºiace na prácu so samotnou krivkou. Prvý z týchto panelov slúºi na

vykreslenie samotnej krivky. Hlavným dôvodom, pre ktorý tento jednoduchý pro-

gram vznikol je ten, aby sa vizualizovali výsledky dosiahnuté v práci a vzájomná

poloha oskula£nej kruºnice a krivky v jej rôznych bodoch. Ke¤ºe pri h©adaní príkla-

dov kriviek s vrcholmi vy²²ých rádov sa pracuje s grafom funkcie y = f (x), tento

program umoº¬uje zadáva´ krivku v tomto tvare. Uºívate© krivku ur£í zadaním koe�-

cientov pred mocniny premennej x, pri£om najvy²²ia mocnina je 8. Tieto koe�cienty

môºu by´ rovnako celo£íselné, ako aj desatinné £ísla. Stla£ením tla£ítka Kresli sa
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zvolená krivka vykreslí.

Obr. 3.2: Vykreslenie grafu funkcie s mrieºkou a bez mrieºky

�al²í panel slúºi na výber a vykreslenie bodu na zadanej krivke. Panel obsahuje

posuvnú li²tu, ktorá ur£uje x-ovú súradnicu vybraného bodu. Jej poloha sa mení

pomocou ²ípok umiestných napravo od li²ty. Vybraný bod sa do vykres©ovacieho

okna nakreslí za²krtnutím polí£ka Kresli bod.

Napravo od tohto panelu sa nachádza panel, ktorý umoº¬uje vykresli´ dotykový a

normálový vektor krivky vo vybranom bode. Na vo©bu, £i sa majú alebo nemajú

tieto vektroy kresli´, opä´ slúºi za²ktávacie polí£ko.

V spodnej £asti hlavného okna sa nachádzajú panely slúºiace na prácu s oskula£nou

kruºnicou krivky.

V ©avom z nich sa vypisujú údaje týkajúce sa oskula£nej kruºnice krivky v jej zvo-

lenom bode, t.j. krivos´ krivky, polomer a súradnice stredu oskula£nej kruºnice.

V pravej £asti tohto panelu sú umiestnené za²krtávacie polí£ka. Prvé z nich slúºi na

vykres©enie oskula£nej kruºnice krivky. Po za²krtnutí druhého polí£ka sa spustí ani-

mácia, ktorá umoº¬uje uºívate©ovi sledova´, ako sa mení poloha oskula£nej kruºnice

pozd¨º krivky. Poloha zvoleného bodu sa automaticky mení, jeho x-ová súradnica sa

zvy²uje, aº kým sa nedosiahne maximálna moºná hodnota x = 10 na posuvnom pa-

neli. Potom sa hodnota x-ovej súradnice za£ne zniºova´, aº po minimálnu hodnotu

x = −10. Tento cyklus sa opakuje, aº kým sa animácia od²krtnutím príslu²ného

polí£ka nezastaví.
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Obr. 3.3: Kreslenie dotykového a normálového vektora krivky

Obr. 3.4: Panely slúºiace na prácu s oskula£nou kruºnicou krivky

Posledný panel slúºi na vizualizáciu vety, ktorá hovorí o oskula£nej kruºnici ako o

limite polôh kruºníc prechádzajúcich dvoma bodmi krivky blíºiciach sa k vybranému

bodu. Tento panel obsahuje 2 posúvne li²ty slúºiace na vo©bu týchto dvoch bodov

krivky, bodov P1 a P2.

Za²krtnutím polí£ka Kresli kruºnicu sa nakreslí kruºnica prechádzajúca zvoleným

bodom krivky a bodmi P1 a P2. Zárove¬ sa vykreslia aj príslu²né body, pri£om P1
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Obr. 3.5: Kreslenie oskula£nej kruºnice krivky

a P2 sú nakreslené modrou farbou, £ím sú farebne odlí²ené od zvoleného £erveného

bodu.

Druhé polí£ko slúºi na spustenie animácie, ktorá znázor¬uje uº spomínanú vetu. Ak

sa bod P1 zvolí na©avo od bodu krivky a P2 napravo od tohto bodu, tak po spustení

animácie sa x-ová súradnica bodu P1 zvy²uje a x-ová súradnica bodu P2 zniºuje,

£ím sa tieto bod blíºia k vybranému bodu krivky. Animácia sa zastaví vo chvíli,

ke¤ poloha bodov P1 a P2 dosiahne polohu zvoleného bodu krivky a vykreslí sa

oskula£ná kruºnica krivky.

V prípade, ºe sa body P1 a P2 zvolia v inej polohe vzh©adom na vybraný bod krivky,

tak sa animácia zastaví aº v momente, ke¤ poloha bodu P1 bude totoºná s polohou

zvoleného bodu alebo dosiahne maximálnu hodnotu x = 10 a poloha bodu P2 bude

totoºná s polohou zvoleného bodu alebo dosiahnu minimálnu hodnotu x = −10.
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Obr. 3.6: Kreslenie kruºnice krivky prechádzjúcej jej troma bodmi

Ovládanie programu je naozaj jednoduché a dajú sa pomocou neho vizualizova´

niektoré vlastnosti kriviek opísané v tejto práci. Práve pomocou neho vznikla aj

vä£²ina pouºitých obrázkov.
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Záver

Hlavným cie©om tejto práce bolo ukáza´, ako sa oskula£ná kruºnica krivky správa

v rôznych bodoch krivky. Vychádzalo sa z poznatkov, ºe vo v²eobecnom bode krivka

prechádza z jednej strany oskula£nej kruºnice na druhú, pri£om v oby£ajnom vrchole,

teda vo vrchole prvého rádu, krivka ostáva na jednej strane oskula£nej kruºnice.

Na základe toho sa vyslovilo a následne dokázalo tvrdenie, ktoré hovorí, ºe vo vrchole

nepárneho rádu krivka ostáva v blízkosti vrchola na jednej strane oskula£nej kruºnice

a vo vrchole párneho rádu krivka prechádza z jednej strany oskula£nej kruºnice

na druhú. Tento cie© práce sa podarilo splni´, pri£om sa dosiahnuté výsledky aj

vizualizovali pre ich lep²iu predstavu.

Pri tvorbe tejto práce sa pracovalo nielen s oskula£nou kruºnicou krivky, ale aj

s vrcholmi vy²²ích rádov, o ktorých v literatúre nájdeme len málo zmienok. Preto

snahou bolo ur£i´ predpis, ktorý by umoºnil nájs´ vrcholy ©ubovo©ného rádu vy-

branej skupiny kriviek. Výpo£ty ukázali, ºe tento predpis nevieme len tak ©ahko

nájs´ a ke¤ºe to ani nebolo hlavnou úlohou tejto práce, ¤alej sa touto náro£nou

a dlhou cestou neuberalo.

Aj ke¤ predpis krivky s vrcholom ©ubovo©ného rádu sa nena²iel, na²li sa príklady

kriviek, ktoré majú vrcholy aº rádu 4. V budúcnosti by sa práca mohla roz²íri´ tým,

ºe by sa odvodil predpis pre krivku, ktorá by mala vrchol n-tého rádu.

Ve©mi ve©kú úlohu pri vizualizácii dosiahnutých výsledkov a ilustrácii niektorých

vlastností kriviek zohral program vytvorený k tejto práci. Jeho funk£nos´ je opísaná

v poslednej kapitole.
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Prílohy

CD

CD obsahuje:

- program slúºiaci na vizualizáciu vybraných vlastností kriviek a oskula£nej kruºnice

krivky


