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Abstrakt

BAKUROVÁ, Viktória. Diferenciálna geometria kriviek v pseudoeuklidovskej rovine

[písomná práca k dizerta£nej skú²ke]. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta

matematiky, fyziky a informatiky; Katedra algebry, geometrie a didaktiky matema-

tiky. Bratislava: FMFI UK, 2012.

Pseudoeuklidovská rovina a skúmanie kriviek v nej leºiacich je v sú£asnej diferen-

ciálnej geometrii £oraz aktuálnej²ia téma. Základný rozdiel medzi klasickou euk-

lidovskou a pseudoeuklidovskou geometriou spo£íva v zmene skalárneho sú£inu.

Pojmy naviazané na skalárny sú£in vektorov sa preto v tejto rovine podstatným spô-

sobom menia. Odli²né vlastnosti pseudoeuklidovskej roviny spôsobujú, ºe sa menia

aj vlastnosti kriviek v nej leºiacich. Sta£í spomenú´ najdôleºitej²ie z nich - Frenetove

vzorce, krivos´ krivky, oskula£ná pseudokruºnica. V²etky tieto pojmy sú metrického

charakteru.

Písomná práca k dizerta£nej skú²ke poskytuje základný preh©ad diferenciálnej geo-

metrie kriviek leºiacich v euklidovskej rovine. Následne sa zaoberá geometriou dife-

rencovate©ných kriviek leºiacich v pseudoeuklidovskej rovine. Pripravuje aparát na

dôkladnej²ie skúmanie vlastností kriviek leºiacich v nej a poukazuje na podobnosti

a odli²nosti pojmov a vlastností kriviek známych z euklidovskej roviny po prechode

k pseudoeuklidovskej. Podrobnej²ie sa venuje oskula£nej pseudokruºnici a evolútam

kriviek.

V závere práce sa navrhujú ciele ¤al²ieho výskumu. Tie sú zamerané predov²etkým

na skúmanie kriviek, ktoré vznikajú metrickými kon²trukciami. Cie©om je podrob-

nej²ie sa venova´ singularitám, ktoré na týchto krivkách vznikajú.

K©ú£ové slová: pseudoeuklidovská rovina, prirodzená parametrizácia krivky, krivos´,

pseudokruºnica, oskula£ná pseudokruºnica, evolúta
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Úvod

Pseudoeuklidovský priestor a vlastnosti kriviek v ¬om leºiacich je v diferenciálnej

geometrii £oraz aktuálnej²ia téma. Tejto problematike je venovaných stále viac pub-

likácií. Kaºdá z nich k nej pristupuje inak a zameriava sa na inú vybranú vlastnos´

kriviek. Diferenciálnou geometriou priestorových kriviek leºiacich vo 4-rozmernom

pseudoeuklidovskom priestore sa zaoberá [YT08]. V publikácii [BIN10] sa autor za-

meriava na geometriu pseudoeuklidovskej roviny.

Nieko©ko prác sa venuje ²túdiu kriviek leºiacich v pseudoeuklidovskej rovine. �lánok

[IKA03] poskytuje zov²eobecnenie Euler-Savaryho formuly na pseudoeuklidovskú

geometriu. Z nej vychádza práca [BZE10] zaoberajúca sa ²túdiom tejto formuly vo

svetelnom kuºeli. Práce [ABS00] a [KL09] sa venujú zov²eobecneniu tzv. racionál-

nych Pytagorovských hodografov krivky na pseudoeuklidovskú geometriu. Tejto

problematike sa venuje aj [KJ], kde sa porovnávajú geometrické vlastnosti týchto kri-

viek s ich vlastnos´ami v klasickej euklidovskej geometrii. Aj ke¤ v²etky spomenuté

publikácie pracujú s krivkami leºiacimi v pseudoeuklidovskom priestore, resp. rovine,

vä£²ina z nich poskytuje len ve©mi stru£ný preh©ad pojmov a nástrojov súvisiacich

s krivkami.

Vychádzajúc z týchto prác budujeme komplexnú a podrobnú teóriu geometrie pseu-

doeuklidovskej roviny, ako aj kriviek v nej leºiacich. V tejto práci poskytujeme nielen

teoretický preh©ad najdôleºitej²ích pojmov súvisiacich s rovinnou krivkou leºiacou

v pseudoeuklidovskej rovine, ale aj ich porovnanie s vlastnos´ami krivky leºiacej

v euklidovskej rovine. �peciálnu pozornos´ venujeme oskula£nej pseudokruºnici a
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evolúte krivky v pseudoeuklidovskej rovine, £ím nadväzujeme na prácu [ST11].

Práca je rozdelená na ²tyri kapitoly. Prvá je venovaná diferenciálnej geometrii kri-

viek v euklidovskej rovine. V tejto kapitole nájdeme zhrnutie základných vlastností

kriviek leºiacich v klasickej euklidovskej rovine, ktoré slúºia na porovnanie a odhale-

nie zmien, ktoré nastávajú prechodom k pseudoeuklidovskej rovine. V tejto kapitole

sa nachádza aj zhrnutie vybraných metrických kon²trukcií kriviek v euklidovskej

rovine, pri£om táto £as´ nám slúºi ako východisko a motivácia pri de�novaní cie©ov

dizerta£nej práce.

Druhá a tretia kapitola práce sú venované geometrii diferencovate©ných kriviek v

pseudoeuklidovskej rovine. Opisujú sa základné vlastnosti tejto roviny, ako aj kri-

viek v nej leºiacich a porovnávajú sa s euklidovským prípadom. �peciálna pozornos´

sa venuje oskula£nej pseudokruºnici a evolútam a opisu ich základných vlastností.

Posledná kapitola poskytuje zhrnutie cie©ov budúceho výskumu, ako aj metódy,

ktoré by sa pri tomto výskume mali pouºi´.
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Kapitola 1

Diferenciálna geometria kriviek v

euklidovskej rovine

1.1 Preh©ad potrebných vlastnosí kriviek v eukli-

dovskej rovine

Táto kapitola poskytuje preh©ad základných vlastností kriviek leºiacich v euklidov-

skej rovine. Predpokladáme, ºe £itate© ovláda základnú teóriu týkajúcu sa rovinných

kriviek a je oboznámený so základnými pojmami, ktoré s nimi súvisia. Preto v tejto

kapitole uvedemie iba ich zhrnutie a vyslovíme tvrdenia, ktoré budú v práci ¤alej

pouºívané. V²etky dôkazy, odvodenia a ¤al²ie vysvetlenia nájde £itate© v litera-

túre zaoberajúcej sa rovinnými krivkami, napr. [GIB01], [BO07], [JE09], [SCH10],

[BCP03].

V diferenciálnej geometrii a v po£íta£ovej gra�ke sa krivky naj£astej²ie zadávajú

parametricky prostredníctvom bodovej funkcie jednej premennej.

De�nícia 1.1.1 (Bodová funkcia jednej premennej v rovine a jej derivácia):

Bodová funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie P : I → E2, kde I ⊆ R je

3



Preh©ad potrebných vlastnosí kriviek v euklidovskej rovine

interval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kaºdému reálnemu £íslu z intervalu I pri-

radí bod v rovine. Klasický zápis bodovej funkcie jednej premennej je P = P (t),

kde t ∈ I nazývame parametrom bodu P (t). V súradniciach vyzerá tento zápis

nasledovne: P (t) = (x (t) , y (t)), t ∈ I. V tomto vyjadrení nazývame výsledné

funkcie x, y : I → R súradnicami zobrazenia P . Pod deriváciou bodovej funkcie

P (t) = (x (t) , y (t)) v bode t0 ∈ I rozumieme vektor P ′ (t0) = (x′ (t0) , y
′ (t0)) .

De�nícia 1.1.2 (Vektorová funkcia jednej premennej):

Vektorová funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie u : I → E2, kde I ⊆ R je

interval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kaºdému reálnemu £íslu z intervalu I pri-

radí vektor v rovine. Klasický zápis vektorovej funkcie jednej premennej je u = u (t),

kde t ∈ I. V súradniciach vyzerá tento zápis nasledovne: u (t) = (x (t) , y (t)),

t ∈ I. V tomto vyjadrení nazývame výsledné funkcie x, y : I → R súradnicami

zobrazenia u.

Poznámka: Prvá, ako aj v²etky vy²²ie derivácie bodovej funkcie jednej premen-

nej sú vektorové funkcie jednej premennej. V²etky derivácie vektorovej funkcie sú

vektorové funkcie.

De�nícia 1.1.3 (Parametrické vyjadrenie krivky v rovine):

Pod parametrickým vyjadrením krivky v rovine rozumieme bodovú funkciu jednej

premennej P : I → E2, kde I ⊆ R, pri£om poºadujeme hladkos´ a regulárnos´ tejto

funkcie. Pod hladkos´ou zobrazenia P (t) = (x (t) , y (t)) rozumieme skuto£nos´, ºe

v kaºdom parametri t majú výsledné komponenty x a y derivácie v²etkých rádov.

Regulárnos´ zobrazenia znamená, ºe pre ©ubovo©né t ∈ I je P ′ (t) 6= 0.

Poznámka: Kvôli prirodzenej²iemu vyjadrovaniu budeme £asto namiesto "krivka

ur£ená parametrizáciou P" jednoducho hovori´ o "krivke P".

Krivka svojou parametrizáciou nie je ur£ená jednozna£ne, rôzne parametrizácie môºu

ur£ova´ tú istú krivku. Nasledujúca de�nícia hovorí o tom, ako parametrizáciu

zmeni´:
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Preh©ad potrebných vlastnosí kriviek v euklidovskej rovine

De�nícia 1.1.4 (Zmena parametrizácie krivky):

Nech je daná krivka P (t), t ∈ I. Nech J je nejaký interval a na nej nech je de�-

nované zobrazenie ϕ : J → R také, ºe t = ϕ (u). Od zobrazenia ϕ poºadujeme

hladkos´, regulárnos´ a surjektívnos´, pri£om pod surjektívnos´ou tohto zobrazenia

rozumieme to, ºe interval J sa zobrazuje na interval I. Nová parametrizácia Q (u)

krivky P (t) bude také parametrické vyjadrenie tejto krivky, pre ktoré bude plati´:

Q (u) = P (ϕ (u)), u ∈ J . Zmenu parametrizácie krivky nazývame reparametrizácia.

Poznámka: Kaºdá krivka má nekone£ne ve©a parametrizácií. Dve krivky budeme

nazýva´ parametricky ekvivalentnými, ak jedna krivka vznikla z druhej krivky re-

parametrizáciou.

Poznámka: Body krivky s parametrizáciou P (t), pre ktoré P ′ (t) = 0, nazývame

singulárne body krivky, ostatné body sú regulárne. Obmedzíme sa iba na izolované

singulárne body, teda také body P (t0), ºe P ′ (t0) = 0 a P ′ (t) 6= 0 v nejakom okolí

£ísla t0. Rozli²ujeme viacero typov singulárnych bodov. O nich hovoria nasledujúce

de�nície.

De�nícia 1.1.5:

Poldoty£nica sprava krivky P (t), t ∈ I v bode P (t0) je polpriamka P (t0)x+(t0), kde

x+(t0) = lim
t→t+0

P (t)− P (t0)

|P (t)− P (t0)|
.

Analogicky sa de�nuje poldoty£nica z©ava P (t0)x−(t0).

De�nícia 1.1.6:

Singulárny bod krivky, v ktorom existuje poldoty£nica z©ava i sprava, sa nazýva

• bod zlomu, ak poldoty£nice neleºia na jednej priamke

• bod vratu, ak poldoty£nice splývajú

• nepodstatne singulárny bod alebo tieº odstránite©ný singulárny bod, ak sú poldo-

ty£nice navzájom opa£né polpriamky.
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Preh©ad potrebných vlastnosí kriviek v euklidovskej rovine

Doty£nica v bode vratu resp. v nepodstatne singulárnom bode je priamka, na ktorej

leºia obe poldoty£nice. Bod vratu rovinnej krivky sa nazýva bodom vratu prvého druhu

resp. druhého druhu, ak krivka prechádza z jednej strany doty£nice na druhú resp.

lokálne leºí na jednej strane od doty£nice.

Veta 1.1.1:

Nech P ′ (t0) = 0 a k > 1 je najmen²ie také prirodzené £íslo, ºe P (k) (t0) 6= 0. Potom

platí:

• Ak je k nepárne, tak P (t0) je nepodstatne singulárny bod a doty£nica v ¬om je

ur£ená vektorom P (k)(t0).

• Ak je k párne, tak P (t0) je bod vratu a doty£nica v ¬om je ur£ená vektorom

P (k)(t0).

• Nech je krivka rovinná a k je párne. Nech l je najmen²ie také prirodzené £íslo,

ºe vektory P (k)(t0) a P (l)(t0) sú lineárne nezávislé. Potom P (t0) je bod vratu

prvého druhu pre l nepárne a bod vratu druhého druhu pre l párne.

De�nícia 1.1.7 (In�exný bod):

Bod P (t) krivky sa nazýva in�exný bod, ak vektory P ′(t) a P ′′(t) sú lineárne závislé.

Bod, ktorý nie je in�exný je nein�exným bodom krivky.

De�nícia 1.1.8 (Doty£nica a normála krivky):

Majme danú krivku P (t), t ∈ I a nech t0 ∈ I.

Doty£nica krivky v regulárnom bode P (t0) je priamka ur£ená bodom P (t0) a vektorom

P ′(t0). Vektor P ′(t0) sa nazýva dotykový vektor krivky.

Normála krivky v regulárnom bode P (t0) je priamka ur£ená bodom P (t0) a vektorom

kolmým na doty£nicu v tomto bode, ktorý vznikol oto£ením dotykového vektora P ′(t0)

o +90◦. Tento vektor nazývame normálový vektor krivky.

Veta 1.1.2 (Vektor doty£nice a normály krivky [BO07]):

Na doty£nici a normále krivky v jej nein�exnom bode leºia jednotkové vektory

t a n, ktoré vznikajú ortonormalizáciou vektorov P ′ a P ′′:
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Preh©ad potrebných vlastnosí kriviek v euklidovskej rovine

t =
P ′

|P ′|
, n =⊥ t,

kde vektor ⊥ t vznikne z vektora t oto£ením o +90◦. Nazývajú sa vektor doty£nice

a normály krivky.

Poznámka: Ortonormálne vektory t a n tvoria Frenetov repér krivky v rovine.

De�nícia 1.1.9 (Prirodzená parametrizácia krivky [JE09]):

Krivka je daná prirodzenou parametrizáciou práve vtedy, ak pre ©ubovo©né t platí, ºe

|P ′ (t) | = 1.

Kaºdú regulárnu parametrizáciu krivky P (t) moºno vhodnou substitúciou t = φ(s)

zmeni´ na prirodzenú parametrizáciu Q(s). Pritom môºeme dosiahnu´, ºe pre do-

predu zvolené hodnoty parametrov t0 a s0 platí Q(s0) = P (t0).

Veta 1.1.3 ([BO07]):

Základné vlastnosti prirodzenej parametrizácie sú:

1. |P ′ (s) | = 1

2. P ′′ (s) ⊥ P ′ (s)

3. t (s)=P ′ (s), n (s) = sgn det(P ′, P ′′)
P ′′ (s)

|P ′′ (s) |

De�nícia 1.1.10 (Krivos´ krivky danej parametricky [BO07]):

Krivos´ rovinnej krivky k(t) v bode krivky P (t) je de�novaná ako £íslo

k(t) =
det (P ′(t), P ′′(t))

|P ′(t)|3

Poznámka: V literatúre sa £asto v súvislosti s krivos´ou stretávame s pojmom

orientovaná a neorientovaná krivos´ krivky. Krivos´ zavedená v predchádzajúcej

de�nícii je orientovaná krivos´ krivky. Neorientovaná krivos´ krivky je absolútna

hodnota z orientovanej krivosti, nadobúda iba nezáporné hodnoty. My budeme ¤alej

pod krivos´ou rozumie´ orientovanú krivos´ krivky.
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Veta 1.1.4 (Krivos´ krivky danej prirodzenou parametrizáciou, [BO07]):

Krivos´ rovinnej krivky k(s) v bode krivky P (s) danou prirodzenou parametrizáciou

je de�novaná ako £íslo k (s) = sgn det (P ′(t), P ′′(t)) |P ′′ (s) |.

Veta 1.1.5 (Frenetove vzorce, [SCH10]):

Pre rovinnú krivku danú prirodzenou parametrizáciou platí:

t′ (s) = k (s)n (s) (1.1)

n′ (s) = −k (s) t (s) (1.2)

Príklad 1: Uvaºujme kruºnicu P (t) = (r cos t, r sin t), t ∈ 〈−1
4
π, 7

4
π). V bodoch

kruºnice máme t, n a k vyjadrené nasledovne:

t = (− sin t, cos t)

n = (− cos t,− sin t)

k =
1

r

Príklad 2: Uvaºujme elipsu P (t) = (a cos t, b sin t), t ∈ 〈0, 2π). Ozna£me výraz

a2 sin2 t+ b2 cos2 t ako g(t). Pre elipsu máme t, n a k vyjadrené nasledovne:

t =

(
−a sin t

g(t)
1
2

,
b cos t

g(t)
1
2

)

n =

(
−b cos t

g(t)
1
2

,−a sin t

g(t)
1
2

)
k =

ab

g(t)
3
2

Príklad 3: Uvaºujme parabolu P (t) = ( t
2

2p
, t), t ∈ (−∞,∞). Platí:

t =

(
t

(t2 + p2)
1
2

,
p

(t2 + p2)
1
2

)

n =

(
− p

(t2 + p2)
1
2

,
t

(t2 + p2)
1
2

)
k = − p2

(t2 + p2)
3
2
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De�nícia 1.1.11 (Oskula£ná kruºnica rovinnej krivky, [BO08]):

Oskula£nou kruºnicou krivky v nein�exnom bode P (t) nazývame kruºnicu so stredom

v bode S(t) a s polomerom |r (t) |, kde r (t) je polomer krivosti v bode P (t) daný ako

r(t) =
1

k(t)

a S (t) je stred krivosti vyjadrený vz´ahom

S(t) = P (t)+r (t)n (t) . (1.3)

Poznámka: Z vyjadrenia stredu oskula£nej kruºnice vyplýva, ºe tento bod leºí

na normále krivky v danom bode.

Poznámka: Je treba si uvedomi´, ºe in�exný bod okrem jeho de�nície charakteri-

zuje aj podmienka k(t) 6= 0. Preto o oskula£nej kruºnici hovoríme iba v nein�exnom

bode.

Poznámka ([GIB01]): Dá sa ukáza´, ºe stred oskula£nej kruºnice vieme v súrad-

niciach vyjadri´ nasldovne:

s1 = x(t)−
(

x′(t)2 + y′(t)2

x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

)
y′(t) (1.4)

s2 = y(t) +

(
x′(t)2 + y′(t)2

x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

)
x′(t) (1.5)

De�nícia 1.1.12 (Vrchol krivky [GIB01]):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a nech k (t) je jej krivos´. Vrcholom krivky

nazývame taký bod P (t0), t0 ∈ I, v ktorom má krivos´ krivky stacionárny bod, teda

k′ (t0) = 0. Vo v²eobecnosti je teda vrcholom krivky taký bod, v ktorom má krivos´

lokálny extrém.

De�nícia 1.1.13 (Oby£ajný vrchol krivky [GIB01]):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a bod P (t0), t0 ∈ I je jej vrchol. Vr-

chol P (t0) sa nazýva oby£ajný vrchol rovinnej krivky, ak pre krivos´ krivky platí:
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Obr. 1.1: Oskula£ná kruºnica krivky

k′ (t0) = 0 a k′′ (t0) 6= 0. Oby£ajný vrchol krivky budeme nazýva´ tieº vrcholom prvého

rádu.

Poznámka: Body krivky, ktoré nie sú vrcholmi, nazývame v²eobecné body krivky.

De�nícia 1.1.14 (Vrchol vy²²ieho rádu [GIB01]):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a nech P (t0), t0 ∈ I je jej vrchol taký,

ºe k′ (t0) = 0, . . . , k(n) (t0) = 0, n ≥ 1. Potom vrchol P (t0) nazývame vrchol aspo¬

n-teho rádu krivky P (t).

Hovoríme, ºe krivka má v bode P (t0), t0 ∈ I vrchol rádu práve n práve vtedy, ak

pre derivácie krivosti tejto krivky platí: k′ (t0) = 0, . . . , k(n) (t0) = 0∧ k(n+1) (t0) 6= 0,

n ≥ 1.

De�nícia 1.1.15 ([BAK10]):

Majme danú funkciu ϕ : Rm+1 → R, m ≥ 1, diferencovate©nú a takú, ºe sp¨¬a

podmienku: ϕ (x0,0, . . . , 0) = 0 pre v²etky x0 ∈ R. Ozna£me Am mnoºinu v²etkých

funkcií, ktoré majú tieto vlastnosti, teda:

Am = {ϕ : Rm+1 → R, ϕ je hladká a ϕ (x0,0, . . . , 0) = 0 pre v²etky x0 ∈ R}, m ≥ 1

10
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Príklad 4: Majme danú funkciu ϕ : R2 → R predpisom ϕ(x, y) = xy. Táto

funkcia je diferencovate©ná a platí, ºe ϕ(x, 0) = x0 = x pre v²etky x ∈ R, preto

patrí do mnoºiny A1.

De�nícia 1.1.16 ([BAK10]):

Nech k : I → R je hladká funkcia a nech k(1) (s) , . . . , k(m) (s) , s ∈ I sú jej derivácie,

m ≥ 1. Potom mnoºinu v²etkých zloºených funkcií F (s) takých, ºe

F (s) = ϕ
(
k (s) , k(1) (s) , . . . , k(m) (s)

)
, s ∈ I, ϕ ∈ Am,m ≥ 1 budeme ozna£ova´

Am (k). Platí:

Am (k) = {F (s) = ϕ
(
k (s) , k(1) (s) , . . . , k(m) (s)

)
, s ∈ I ∧ ϕ ∈ Am}, m ≥ 1

O funkcii z mnoºiny Am (k) budeme tieº hovori´, ºe je funkciou typu Am (k).

Príklad 5: Nech k : R→ R je hladká funkcia. Uvaºujme funkciu ϕ z príkladu 4.

Potom zloºená funkcia F (s) = ϕ(k(s), k(1)(s)) = k(s)k(1)(s) je funkciou typu A1(k).

Poznámka: Pre danú hladkú funkciu k(s) je funkcia F (s) funkciou typu Am(k)

práve vtedy, ke¤ existuje taká funkcia ϕ z Am, ºe F (s) = ϕ(k(s), ..., k(m)(s)). Funkciu

ϕ(k(s), ..., k(m)(s)) budeme v ¤al²om texte skrátene zapisova´ bez premennej s, teda

ϕ(k, ..., k(m)). V²etky funkcie z mnoºiny Am(k) majú rovnaký de�ni£ný obor, ako

funkcia k.

Poznámka: Dôvod, pre£o uvádzame mnoºinu funkcií Am (k) je ten, ºe v nie-

ktorých výpo£toch v ¤al²ej £asti práce sa stretneme práve s funkciami z tejto

mnoºiny, ktoré obsahujú rôzne kombinácie krivosti krivky (hladkej funkcie) a jej

derivácií, pri£om nie vºdy je dôleºitý presný tvar týchto funkcií. Sta£í vedie´, de-

rivácie ktorého najvy²²ieho rádu obsahujú. Tento nástroj bude hra´ ve©mi dôleºitú

plohu pri nap¨¬aní cie©ov dizerta£nej práce.

Veta 1.1.6 (Pravidlá pre po£ítanie s funkciami typu Am (k), [BAK10]):

Nech m, n sú prirodzené £ísla a nech a
(
k, . . . k(m)

)
∈ Am (k), b

(
k, . . . k(n)

)
∈ An (k),

c ∈ R. Potom:
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1. ka
(
k, . . . k(m)

)
∈ Am (k)

2. k(n)a
(
k, . . . k(m)

)
∈ Al (k), kde l = max {m,n}

3. a
(
k, . . . k(m)

)
+ b
(
k, . . . k(n)

)
∈ Al (k), kde l = max {m,n}

4. ca
(
k, . . . k(m)

)
∈ Am (k)

5.
(
a
(
k, . . . k(m)

))′ ∈ Am+1 (k)

Dôkaz. Pri dôkaze prvých ²tyroch tvrdení si sta£í uvedomi´, akú vlastnos´ má funk-

cia a
(
k, . . . , k(m)

)
∈ Am (k) a ako sa táto funkcia zmení pri operáciach nazna£ených

vo vete.

Posledné tvrdenie dokáºeme podrobnej²ie. Je treba si uvedomi´, ºe a
(
k, . . . , k(m)

)
je zloºená funkcia a

(
k, . . . , k(m)

)
(s) = a

(
k (s) , . . . , k(m)

)
(s), kde a (x0, . . . , xm) je

funkcia z mnoºiny Am. Derivujeme ju pod©a pravidiel o derivácii zloºenej funkcie.

Platí teda:(
a
(
k, . . . , k(m)

))′
= ∂a

∂x0
k(1) + ∂a

∂x1
k(2) + · · · ∂a

∂xm
k(m+1) = ψ

(
k, k(1), . . . , k(m+1)

)
Z tvaru výslednej derivácie je jasné, ºe

(
a
(
k, . . . , k(m)

))′
je zloºená funkcia

s vonkaj²ou zloºkou ψ (x0, . . . , xm+1) = ∂a
∂x0
x1 + ∂a

∂x1
x2 + · · · ∂a

∂xm
xm+1 a s vnútornými

zloºkami x0 = k, x1 = k(1), . . . , xm+1 = k(m+1). Podmienka ψ (x0, 0, . . . , 0)) = 0 pre

v²etky x0 ∈ R je zrejme splnená, preto ψ ∈ Am+1, £iºe a
(
k, . . . , k(m

)′ ∈ Am+1 (k).

Tým je veta dokázaná.

De�nícia 1.1.17 (Styk kriviek, [BO07]):

Nech P1(s) a P2(s) sú rovinné krivky vyjadrené v prirodzenej parametrizácii. Potom

hovoríme, ºe krivky P1(s) a P2(s) majú v spolo£nom bode P1(s1) = P2(s2) styk rádu

aspo¬ k, ak platí:

P
(i)
1 (s1) = P

(i)
2 (s2) ∀i = 0, . . . , k

Krivky P1(s) a P2(s) majú v spolo£nom bode P1(s1) = P2(s2) styk rádu práve k, ak

platí:

P
(i)
1 (s1) = P

(i)
2 (s2) ∀i = 0, . . . , k ∧ P

(k+1)
1 (s1) 6= P

(k+1)
2 (s2)
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1.2 Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole

vy²²ieho rádu

1.2.1 Prirodzená parametrizácia krivky a oskula£nej kruºnice

a ich derivácie

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ rádom styku oskula£nej kruºnice a krivky v

spolo£nom vrchole, ak bude tento vrchol vy²²ieho rádu.

V celej podkapitole budeme predpoklada´, ºe krivka je daná prirodzenou parametrizá-

ciou P1(s). Aby sme mohli na zistenie rádu styku krivky a oskula£nej kruºnice pouºi´

priamo de�níciu hovoriacu o styku dvoch kriviek, potrebujeme aj oskula£nú kruºnicu

krivky vyjadri´ v prirodzenej parametrizácii. Pretoºe prirodzená parametrizácia

krivky nie je ur£ená jednozna£ne, pouºijeme takú, ktorá nám na²e ¤al²ie výpo£ty

podstatne zjednodu²í.

Veta 1.2.1 (Prirodzená parametrizácia oskula£nej kruºnice krivky, [BAK11b]):

Nech P1(s) je krivka daná prirodzenou parametrizáciou. Potom oskula£nú kruºnicu

danú k tejto krivke v bode P1(s0) vieme v prirodzenej parametrizácii vyjadri´ takto:

P2(s) = S(s0)−
(
r0 cos

s

r0

)
n(s0) +

(
r0 sin

s

r0

)
t(s0),

kde S(s0) = P1(s0) + 1
k(s0)

n0 je stred oskula£nej kruºnice, r0 = 1
k(s0)

je jej polomer,

t(s0) je jednotkový dotykový vektor krivky P1(s) v bode P1(s0) a n(s0) je jednotkový

normálový vektor krivky P1(s) v bode P1(s0). Spolo£ný bod oboch kriviek je

P1(s0) = P2(0).

Dôkaz. Majme danú krivku a k nej zostrojenú oskula£nú kruºnicu v bode P1(s0).

Majme v tomto bode daný jednotkový dotykový vektor krivky t(s0) a jednotkový

normálový vektor krivky n(s0). Uvaºujme súradnicovú sústavu umiestnenú do stredu

oskula£nej kruºnice takú, ºe jej súradnicové osi budú na seba kolmé a druhá z nich

bude prechádza´ spolo£ným bodom krivky a kruºnice, £iºe bodom
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P1(s0) = P2(0). Ke¤ºe o strede oskula£nej kruºnice vieme, ºe leºí na normále krivky

v spolo£nom bode, je jasné, ºe prvý súradnicový vektor zvolenej súradnicovej sú-

stavy je vektor −n(s0). Z toho vyplýva, ºe druhý súradnicový vektor uvaºovanej

sústavy súradníc je t(s0) a teda osklula£nú kruºnicu vieme pomocou prirodzenej

parametrizácie napísa´ ako P2(s) = S(s0)−
(
r0 cos s

r0

)
n(s0) +

(
r0 sin s

r0

)
t(s0).

Obr. 1.2: Parametrizácia oskula£nej kruºnice vo zvolenej súradnicovej sústave

Poznámka: Kvôli preh©adnosti zápisov v nasledujúcom texte budeme parameter

s zo zápisov vynecháva´ a ak budeme uvaºova´ o parametri s0, pouºijeme miesto

neho jednoducho index 0, napríklad miesto P (s0) budeme písa´ P0, miesto n(s0)

napí²eme n0, a pod.

Z de�nície styku dvoch kriviek vidíme, ºe rád styku závisí od derivácií vy²²ích rádov

oboch kriviek. Pretoºe budeme pracova´ s týmito deriváciami, nasledujúce vety budú

hovori´ o tom, ako vyzerajú derivácie rádu n krivky P1 a oskula£nej kruºnice P2

daných prirodzenou parametrizáciou.

Veta 1.2.2 (Derivácie n-tého rádu prirodzenej parametrizácie oskula£nej kruºnice,

[BAK11b]):

Nech P2(s) = S0 −
(
r0 cos s

r0

)
n0 +

(
r0 sin s

r0

)
t0 je oskula£ná kruºnica ku krivke P1
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vyjadrená v prirodzenej parametrizácii, kde S0 je jej stred, r0 je jej polomer, t0 a n0

sú jednotkový dotykový a normálový vektor krivky P1 v ich spolo£nom bode. Potom

pre derivácie n-tého rádu prirodzenej parametrizácie tejto krivky platí:

1. ak n je nepárne, tak

P
(n)
2 (s) = (−1)

n+3
2

n0

rn−1
0

sin
s

r0
+ (−1)

n−1
2

t0

rn−1
0

cos
s

r0
, n ≥ 1

2. ak n je párne, tak

P
(n)
2 (s) = (−1)

n
2
+1 n0

rn−1
0

cos
s

r0
+ (−1)

n
2

t0

rn−1
0

sin
s

r0
, n ≥ 2

Dôkaz. Tvrdenie dokáºeme matematickou indukciou.

1. Ukáºeme, ºe veta platí pre n = 1 a n = 2. Pre parametrické vyjadrenie

oskula£nej kruºnice platí: P2(s) = S0 −
(
r0 cos s

r0

)
n0 +

(
r0 sin s

r0

)
t0. Derivo-

vaním tohto vz´ahu dostávame:

P
(1)
2 (s) = −r0

(
− sin

s

r0

)
1

r0
n0 + r0

(
cos

s

r0

)
1

r0
t0 = n0 sin

s

r0
+ t0 cos

s

r0

Vz´ah pre n = 1 naozaj platí. Následným derivovaním ukáºeme platnos´ aj

pre n = 2.

P
(2)
2 (s) = n0

(
cos

s

r0

)
1

r0
+ t0

(
− sin

s

r0

)
1

r0
=

n0

r0
cos

s

r0
− t0

r0
sin

s

r0

2. Nech platí vz´ah pre výpo£et derivácie n− 1-ého rádu prirodzenej parametri-

zácie oskula£nej kruºnice, ak n − 1 je nepárne. Ukáºeme, ºe potom platí aj

vz´ah na výpo£et n-tej derivácie párneho rádu.

Vyjadrením derivácie n − 1-ého rádu pre n − 1 nepárne a následným derivo-

vaním dostávame:

P
(n−1)
2 (s) = (−1)

n+2
2

n0

rn−2
0

sin
s

r0
+ (−1)

n−2
2

t0

rn−2
0

cos
s

r0
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P
(n)
2 (s) = (−1)

n+2
2

n0

rn−2
0

(
cos

s

r0

)
1

r0
+ (−1)

n−2
2

t0

rn−2
0

(
− sin

s

r0

)
1

r0

= (−1)
n
2
+1 n0

rn−1
0

(
cos

s

r0

)
+ (−1)

n
2

t0

rn−1
0

(
sin

s

r0

)
, n ≥ 2

Tým je vz´ah pre n párne dokázaný.

3. Vz´ah pre výpo£et derivácie nepárneho rádu prirodzenej parametrizácie osku-

la£nej kruºnice sa ukáºe podobne ako pre n párne.

Veta 1.2.3 ([BAK11b]):

Majme danú krivku P1 vyjadrenú v prirodzenej parametrizácii. Potom pre prvé ²tyri

derivácie tejto krivky platí:

1. P (1)
1 = t

2. P (2)
1 = kn

3. P (3)
1 = k(1)n− k2t

4. P (4)
1 = n

(
k(2) − k3

)
+ t

(
−3kk(1)

)
Dôkaz. Ke¤ºe krivku P1 máme vyjadrenú prirodzenou parametrizáciou, je jasné, ºe

pre jej prvú a druhú deriváciu platí: P (1)
1 = t a P (2)

1 = kn. Na základe toho ukáºeme,

ºe vz´ah platí pre n = 3 a pre n = 4.

Priamym derivovaním druhej derivácie danej krivky dostávame:

P
(3)
1 = k(1)n− k2t

�al²ím derivovaním dostávame:

P
(4)
1 = k(2)n + k(1)(−kt)− k2(kt)− 2kk(1)t

= n
(
k(2) − k3

)
+ t

(
−3kk(1)

)

Veta 1.2.4 (Derivácie n-tého rádu krivky danej prirodzenou parametrizáciou,

[BAK11b]):
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Majme danú krivku P1 vyjadrenú v prirodzenej parametrizácii. Potom pre derivácie

n-tého rádu tejto krivky platí:

1. ak n je nepárne, tak

P
(n)
1 = n

(
k(n−2) + an(k, . . . , k

(n−4))
)

+ t
(
(−1)

n+3
2 kn−1 + bn(k, . . . , k

(n−3))
)
, n ≥ 5

2. ak n je párne, tak

P
(n)
1 = n

(
(−1)

n
2
+1kn−1 + k(n−2) + an(k, . . . , k

(n−4))
)

+ t
(
bn(k, . . . , k

(n−3))
)
, n ≥ 6

kde k je krivos´ krivky a an(k, . . . , k(n−4)) a bn(k, . . . , k(n−3)) sú funkciu typu An−4(k)

resp. An−3(k).

Dôkaz. Vetu dokáºeme matematickou indukciou.

1. Vz´ah z vety 1.2.3 pre výpo£et ²tvrtej derivácie krivky vieme pomocou funkcie

typu Am(k) napísa´ nasledovne:

P
(4)
1 = n

(
k(2) − k3

)
+ t

(
b4(k, k

(1))
)
, kde b4(k, k(1)) = −3kk(1)

Derivovaním tohto vz´ahu a aplikovaním vety 1.1.6 dostávame:

P
(5)
1 = n

(
k(3) + a5(k, k

(1))
)

+ t
(
k4 + b5(k, k

(1), k(2))
)
,

kde a5(k, k
(1)) = −3k2k(1) + kb4(k, k

(1)) a b5(k, k(1), k(2)) = −kk(2) + b4(k, k
(1))′.

Tým je vz´ah pre n = 5 dokázaný.

�al²ím derivovaním a opätovným pouºitím Frenetových vzorcov a vety 1.1.6
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

dostaneme pravidlo pre výpo£et ²iestej derivácie:

P
(6)
1 = n

(
k5 + k(4) + a6(k, k

(1), k(2))
)

+ t
(
b6(k, k

(1), k(2), k(3))
)
,

kde a6(k, k
(1), k(2)) = a5(k, k

(1))′ + kb5(k, k
(1), k(2)) a

b6(k, k
(1), k(2), k(3)) = −kk(3) − ka5(k, k

(1)) + 4k3k(1) + b5(k, k
(1), k(2))′. Ukázali

sme teda, ºe prvý krok indukcie platí.

2. Nech platí vz´ah pre výpo£et derivácie n − 1-ého rádu krivky, ak n − 1 je

nepárne. Ukáºeme, ºe potom platí aj vz´ah na výpo£et n-tej derivácie párneho

rádu.

Vyjadrením derivácie n−1-ého rádu pre n−1 nepárne a následným derivovaním

dostávame:

P
(n−1)
1 = n

(
k(n−3) + an−1(k, . . . , k

(n−5))
)

+ t
(
(−1)

n+2
2 kn−2 + bn−1(k, . . . , k

(n−4))
)

P
(n)
1 = (−kt)

(
k(n−3) + an−1(k, . . . , k

(n−5))
)

+ n
(
k(n−2) + an−1(k, . . . , k

(n−5))′
)

+ kn
(
(−1)

n+2
2 kn−2 + bn−1(k, . . . , k

(n−4))
)

+ t
(
(−1)

n+2
2 (n− 2)kn−3k(1) + bn−1(k, . . . , k

(n−4))′
)

= n(k(n−2) + an−1(k, . . . , k
(n−5))′

+ (−1)
n+2

2 kkn−2 + kbn−1(k, . . . , k
(n−4)))

+ t(−kk(n−3) + (−k)an−1(k, . . . , k
(n−5))

+ (−1)
n+2

2 (n− 2)kn−3k(1) + bn−1(k, . . . , k
(n−4))′)
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

Pouºitím vz´ahov pre po£ítanie s funkciami typu Am(k) z vety 1.1.6, vyjadrenie

n-tej derivácie bude ma´ nasledovný tvar:

P
(n)
1 = n

(
(−1)

n
2 kn−1 + k(n−2) + an(k, . . . , k

(n−4))
)

+ t
(
bn(k, . . . , k

(n−3))
)
, n ≥ 6,

kde an(k, . . . , k
(n−4)) = an−1(k, . . . , k

(n−4))′ + kbn−1(k, . . . , k
(n−4)) a

bn(k, . . . , k
(n−3)) = −kk(n−3)+(−k)an−1(k, . . . , k

(n−5))+(−1)
n+2

2 (n−2)kn−3k(1)+

bn−1(k, . . . , k
(n−4))′. Tým je vz´ah pre n párne dokázaný.

3. Vz´ah pre výpo£et n-tej derivácie párneho rádu sa ukáºe podobne ako pre n

nepárne.

Vety hovoriace o vyjadrení derivácie n-tého rádu krivky a oskula£nej kruºnice nám

v ¤al²ích £astiach práce výrazne pomôºu a u©ah£ia prácu.

1.2.2 Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo v²eobecnom bode

a v oby£ajnom vrchole

V tejto kapitole vyslovíme a dokáºeme tvrdenia hovoriace o ráde styku oskula£nej

kruºnice a krivky v spolo£nom bode, ktorý je v²eobecným bodom alebo oby£ajným

vrcholom krivky. Následne na základe dokázaných tvdení vyslovíme hypotézu, ktorú

budeme neskôr overova´.

Ke¤ºe pri práci so stykom dvoch kriviek skúmame styk v nejakom spolo£nom bode

týchto kriviek, teda v bode P1(s0) = P2(0), pre jednoduchos´ ¤al²ích výpo£tov

poloºíme parameter s0 = 0. Substitúciou s = u − s0 vieme potom ¤al²ie tvrdenia

zov²eobecni´, platia teda pre ©ubovo©ný parameter s0.

V dôkazoch viet o ráde styku krivky s oskula£nou kruºnicou budeme vºdy predpo-

klada´, ºe krivka je vyjadrená v prirodzenej paramatrizácii P1(s) a ºe bod styku
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

je bod P1(0). Oskula£nú kruºnicu v bode P (0) budeme vyjadrova´ prirodzenou

parametrizáciou P2(s) z vety 1.2.1.

Veta 1.2.5 (Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo v²eobecnom bode,[BAK11b]):

Krivka má s oskula£nou kruºnicou v ©ubovo©nom spolo£nom bode styk rádu aspo¬ 2.

Navy²e, ak ich spolo£ný bod je v²eobecným bodom krivky, tak rád ich styku je práve

2.

Dôkaz. Chceme ukáza´, ºe krivka a oskula£ná kruºnica majú v ©ubovo©nom spolo£-

nom bode styk rádu aspo¬ 2. To znamená, ºe prvé a druhé derivácie prirodzených

parametrizácií týchto kriviek sa v spolo£nom bode P1(0) = P2(0) rovnajú. Z viet

1.2.3 a 1.2.2 vieme, ºe prvá derivácia prirodzenej parametrizácie oskula£nej kruºnice

a krivky vyzerajú nasledovne:

P
(1)
1 = t

P
(1)
2 = n0 sin

s

r0
+ t0 cos

s

r0

Dosadením s = 0 do týchto derivácií dostaneme:

P
(1)
1 (0) = t0 = P

(1)
2 (0)

Takisto z viet 1.2.3 a 1.2.2 vieme, ºe druhá derivácia prirodzenej parametrizácie

oskula£nej kruºnice a krivky vyzerajú nasledovne:

P
(2)
1 = kn

P
(2)
2 =

n0

r0
cos

s

r0
− t0

r0
sin

s

r0

Dosadením s = 0 do týchto derivácií dostaneme:

P
(2)
1 (0) = k0n0

P
(2)
2 (0) =

n0

r0
= k0n0,
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

pretoºe
1

r0
= k0.

V ©ubovo©nom spolo£nom bode majú teda krivka a oskula£ná kruºnica styk rádu

aspo¬ 2.

Nech teraz spolo£ný bod P1(0) = P2(0) je v²eobecným bodom krivky P1. Porov-

najme tretie derivácie prirodzených parametrizácií oboch kriviek v tomto bode.

Pre tretiu deriváciu krivky pod©a vety 1.2.3 platí:

P
(3)
1 = k(1)n− k2t

O bode, ktorý nie je vrcholom krivky, vieme, ºe k(1)
0 6= 0, preto tretia derivácia

krivky v bode P1(0) je vyjadrená ako P (3)
1 (0) = k

(1)
0 n0 − k2

0t0 6= −k2
0t0.

Pre tretiu deriváciu prirodzenej parametrizácie oskula£nej kruºnice platí:

P
(3)
2 = −n0

r2
0

sin
s

r0
− t0

r2
0

cos
s

r0

Tretia derivácia prirodzenej parametrizácie osklula£nej kruºnice v spolo£nom bode je

teda vyjadrená ako−t0

r2
0

= −k2
0t0. Teraz je uº jasné, ºe sa tieto derivácie nerovnajú, a

preto krivka a oskula£ná kruºnica majú vo v²eobecnom bode, ktorý nie je vrcholom,

styk rádu práve 2.

Veta 1.2.6 (Styk krivky a oskula£nej kruºnice v oby£ajnom vrchole, [BAK11b]):

Krivka a oskula£ná kruºnica krivky majú v spolo£nom vrchole styk rádu aspo¬ 3.

Navy²e, ak ich spolo£ný bod je oby£ajným vrcholom krivky, tak rád ich styku je práve

3.

Dôkaz. Chceme ukáza´, ºe krivka a oskula£ná kruºnica majú v spolo£nom vrchole

styk rádu aspo¬ 3. To znamená, ºe derivácie prirodzených parametrizácií týchto kri-

viek aº do rádu 3 sa v spolo£nom bode P1(0) = P2(0) rovnajú. Z predchádzajúcej

vety vieme, ºe prvé a druhé derivácie prirodzených parametrizácií týchto kriviek sa

rovnajú v ©ubovo©nom spolo£nom bode. Sta£í teda uvaºova´ o ich tretej derivácii.

Z dôkazu predchádzajúcej vety vieme aj to, ºe P
(3)
2 (0) = −k2

0t0 a

P
(3)
1 (0) = k

(1)
0 n0 − k2

0t0. Ke¤ºe pre vrchol krivky platí, ºe k
(1)
0 = 0, tak
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

Obr. 1.3: Oskula£ná kruºnica krivky vo v²eobecnom bode, krivka a oskula£ná
kruºnica majú v spolo£nom bode styk rádu práve 2

P
(3)
1 (0) = −k2

0t0 a tým je rovnos´ tretích derivácií dokázaná. V spolo£nom vrchole

majú teda krivka a oskula£ná kruºnica styk rádu aspo¬ 3.

Nech teraz spolo£ný bod P1(0) = P2(0) je oby£ajným vrcholom, teda vrcholom práve

prvého rádu krivky P1. Porovnajme derivácie rádu 4 oboch kriviek v tomto bode.

Pre ²tvrtú deriváciu krivky pod©a vety 1.2.3 platí:

P
(4)
1 = n(k(2) − k3) + t(−3kk(1))

O bode, ktorý je vrcholom rádu práve 1, vieme, ºe k(1)
0 = 0 a k(2)

0 6= 0, preto ²tvrtá

derivácia krivky v bode P1(0) je vyjadrená ako P (4)
1 (0) = n0(k

(2)
0 − k3

0) 6= −k3
0n0.

Pre ²tvrtú deriváciu prirodzenej parametrizácie oskula£nej kruºnice platí:

P
(4)
2 = −n0

r3
0

cos
s

r0
+

t0

r3
0

sin
s

r0

Táto derivácia prirodzenej parametrizácie osklula£nej kruºnice v spolo£nom bode je

teda vyjadrená ako −n0

r3
0

= −k3
0n0. Teraz je uº jasné, ºe sa tieto derivácie nerovnajú

a preto krivka a oskula£ná kruºnica majú vo vrchole rádu práve 1 styk rádu práve

3.
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

Obr. 1.4: Oskula£ná kruºnica krivky v oby£ajnom vrchole, krivka a oskula£ná
kruºnica majú v spolo£nom bode styk rádu práve 3

1.2.3 Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho

rádu

Z tvrdení dokázaných v predchádzajúcej podkapitole sa dá o£akáva´, ºe rád styku

krivky a oskula£nej kruºnice v spolo£nom bode súvisí s tým, aké vlastnosti má

spolo£ný bod týchto kriviek. Ak by sme v²eobecný bod krivky povaºovali za vrchol

nultého rádu krivky, tak rád styku týchto kriviek je práve o 2 vy²²í. To isté platí aj

pre vrchol prvého rádu krivky.

Prirodzene sa preto vyslovuje hypotéza, ºe krivka a oskula£ná kruºnica majú vo

vrchole rádu l styk rádu práve l + 2. Túto hypotézu v tejto podkapitole vyslovíme

vo forme vety a následne ju dokáºeme. Predtým si v²ak sformulujeme pomocné

tvrdenia, ktoré nám zjednodu²ia neskor²iu prácu.

Veta 1.2.7 ([BAK11b]):

Pre deriváciu n-tého rádu prirodzenej parametrizácie oskula£nej kruºnice v bode

s = 0 platí:
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

1. ak n je nepárne, tak

P
(n)
2 (0) = (−1)

n−1
2

t0

rn−1
0

= (−1)
n−1

2 kn−1
0 t0, n ≥ 1

2. ak n je párne, tak

P
(n)
2 (0) = (−1)

n
2
+1 n0

rn−1
0

= (−1)
n
2
+1kn−1

0 n0, n ≥ 2

Dôkaz. Táto veta je priamym dôsledkom vety 1.2.2. Dosadením za s = 0 do týchto

vz´ahov dostaneme priamo tvrdenie vety.

Veta 1.2.8 (Derivácia krivky vo vrchole rádu l, [BAK11b]):

Majme danú krivku P1 vyjadrenú v prirodzenej parametrizácii a nech v bode s = 0

má táto krivky vrchol rádu l. Potom pre deriváciu rádu l + 2 tejto krivky platí:

1. ak l + 2 je nepárne, tak

P
(l+2)
1 (0) = (−1)

l+1
2 kl+1

0 t0, l ≥ 3

2. ak l + 2 je párne, tak

P
(l+2)
1 (0) = (−1)

l+2
2

+1kl+1
0 n0, l ≥ 4

Dôkaz. Vieme, ºe pre vrchol rádu l v bode s = 0 platí: k(1)
0 = . . . = k

(l)
0 = 0. Z vety

1.2.4 máme, ºe pre deriváciu krivky rádu l + 2 po dosadení bodu s = 0 platí:

1. ak l + 2 je nepárne, tak

P
(l+2)
1 (0) = n0

(
k

(l)
0 + an(k0, . . . , k

(l−2)
0 )

)
+ t0

(
(−1)

l+5
2 kl+1

0 + bn(k0, . . . , k
(l−1)
0 )

)
, l ≥ 3

2. ak l + 2 je párne, tak

P
(l+2)
1 (0) = n0

(
(−1)

l+2
2

+1kl+1
0 + k

(l)
0 + an(k0, . . . , k

(l−2)
0 )

)
+ t0

(
bn(k0, . . . , k

(l−1)
0 )

)
, l ≥ 4
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

Ke¤ºe krivka má v bode s = 0 vrchol rádu l, z jeho de�nície vyplýva, ºe

an(k0, . . . , k
(l−2)
0 ) = 0 a bn(k0, . . . , k

(l−1)
0 ) = 0. Preto predchádzajúce vz´ahy budú

ma´ tvar:

1. ak l + 2 je nepárne, tak

P
(l+2)
1 (0) = n0

(
k

(l)
0

)
+ t0

(
(−1)

l+5
2 kl+1

0

)
, l ≥ 3

2. ak l + 2 je párne, tak

P
(l+2)
1 (0) = n0

(
(−1)

l+2
2

+1kl+1
0 + k

(l)
0

)
, l ≥ 4

Pre vrchol rádu l je aj k(l)
0 = 0, preto platí:

1. ak l + 2 je nepárne, tak

P
(l+2)
1 (0) = (−1)

l+1
2 kl+1

0 t0, l ≥ 3

2. ak l + 2 je párne, tak

P
(l+2)
1 (0) = (−1)

l+2
2

+1kl+1
0 n0, l ≥ 4

Tým je veta dokázaná.

Veta 1.2.9 ([BAK11b]):

Majme danú krivku P1 vyjadrenú v prirodzenej parametrizácii a nech v bode s = 0

má táto krivky vrchol rádu práve l. Potom pre deriváciu rádu l + 3 tejto krivky v

bode s = 0 neplatia vz´ahy vyjadrené vo vete 1.2.8.

Dôkaz. Vieme, ºe pre vrchol krivky rádu práve l v bode s = 0 platí: k(1)
0 = . . . =

k
(l)
0 = 0 a k(l+1)

0 6= 0. Z vety 1.2.4 máme, ºe pre deriváciu krivky rádu l + 3 po

dosadení bodu s = 0 platí:

1. ak l + 3 je nepárne, tak

P
(l+3)
1 (0) = n0

(
k

(l+1)
0 + an(k0, . . . , k

(l−1)
0 )

)
+ t0

(
(−1)

l+6
2 kl+2

0 + bn(k0, . . . , k
(l)
0 )
)
, l ≥ 2
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

2. ak l + 3 je párne, tak

P
(l+3)
1 (0) = n0

(
(−1)

l+3
2

+1kl+2
0 + k

(l+1)
0 + an(k0, . . . , k

(l−1)
0 )

)
+ t0

(
bn(k0, . . . , k

(l)
0 ),

)
, l ≥ 3

Ke¤ºe krivka má v bode s = 0 vrchol rádu práve l, z jeho de�nície vyplýva, ºe

an(k0, . . . , k
(l−1)
0 ) = 0 a bn(k0, . . . , k

(l)
0 ) = 0. Preto predchádzajúce vz´ahy budú ma´

tvar:

1. ak l + 3 je nepárne, tak

P
(l+3)
1 (0) = n0

(
k

(l+1)
0

)
+ t0

(
(−1)

l+6
2 kl+2

0

)
, l ≥ 2

2. ak l + 3 je párne, tak

P
(l+3)
1 (0) = n0

(
(−1)

l+3
2

+1kl+2
0 + k

(l+1)
0

)
, l ≥ 3

Pre vrchol rádu práve l je k(l+1)
0 6= 0, preto sa tieto vz´ahy nerovnajú vz´ahom

uvedeným vo vete 1.2.8.

Teraz uº môºeme vyslovi´ a ve©mi pohodlne dokáza´ vetu, ktorá hovorí o vzájomnom

vz´ahu rádu derivácií krivky a jej oskula£nej kruºnice a rádu vrchola, v ktorom majú

krivka a oskula£ná kruºnica spolo£ný bod.

Veta 1.2.10 (Rád styku oskula£nej kruºnice a krivky vo vrchole vy²²ieho rádu,

[BAK11b]):

Majme danú krivku P1 a k nej zostrojenú oskula£nú kruºnicu P2 a nech spolo£ný bod

týchto krivek je vrcholom rádu aspo¬ l, potom krivka a oskula£ná kruºnica majú v

tomto bode styk rádu aspo¬ l + 2.

Navy²e, ak spolo£ný bod týchto krivek je vrcholom rádu práve l, potom krivka a

oskula£ná kruºnica majú v tomto bode styk rádu práve l + 2.

Dôkaz. Pre dôkaz prvej £asti tejto vety sta£í ukáza´, ºe v spolo£nom bode, ktorý je

vrcholom rádu l, sa budú rovna´ v²etky derivácie prirodzenej parametrizácie krivky
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Styk krivky a oskula£nej kruºnice vo vrchole vy²²ieho rádu

a oskula£nej kruºnice aº po rád l+2. Rovnos´ týchto derivácií vyplýva priamo z viet

1.2.7 a 1.2.8, pretoºe vrchol rádu l je aj vrcholom rádu l − 1.

Pre dôkaz druhej £asti vety je treba teda uº len ukáza´, ºe v spolo£nom bode, ktorý

je vrcholom rádu práve l, sa derivácia prirodzenej parametrizácie krivky a oskula£nej

kruºnice rádu l+3 nebudú rovna´. To v²ak vyplýva priamo z viet 1.2.7 a 1.2.9. Tým

je veta dokázaná.

Predchádzajúca veta hovorí to, ºe £ím bude ma´ spolo£ný vrchol oskula£nej kruºnice

a krivky vy²²í rád, tým budú oskula£ná kruºnica a krivka k sebe v okolí tohto bodu

tesnej²ie priloºené. Tento vzájomný vz´ah krivky a oskula£nej kruºnice ilustrujú

nasledujúce obrázky.

Obr. 1.5: Oskula£ná kruºnica krivky danej predpisom f (x) = x5 + 0, 08x4 + 0, 2x2

vo vrchole druhého rádu pre x = 0
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Metrické kon²trukcie kriviek

Obr. 1.6: Detail oskula£nej kruºnice krivky vo vrchole druhého rádu, krivka a osku-
la£ná kruºnica majú v spolo£nom bode styk rádu 4

Obr. 1.7: Oskula£ná kruºnica krivky danej predpisom f (x) = x6 + 0, 08x4 + 0, 2x2

vo vrchole tretieho rádu pre x = 0

1.3 Metrické kon²trukcie kriviek

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ krivkami, ktoré vznikajú z pôvodnej krivky

metrickými kon²trukciami. Poskytneme preh©ad a základné vlastnosti nieko©kých
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Metrické kon²trukcie kriviek

Obr. 1.8: Detail oskula£nej kruºnice krivky vo vrchole tretieho rádu, krivka a osku-
la£ná kruºnica majú v spolo£nom bode styk rádu 5

typov krivek leºiacich v pseudoeuklidovskej rovine. Dôvod, pre£o hovoríme v tejto

£asti o týchto krivkách je ten, ºe sa im budeme podrobnej²ie venova´ v dizerta£nej

práci. V nej budeme skúma´, ako sa menia ich vlastnosti v pseudoeuklidovskej rovine,

kde sa výrazne mení metrika a s ním súvisiace vlastnosti kriviek.

1.3.1 Evolúta krivky v euklidovskej rovine

Uvaºujme parametricky vyjadrenú krivku bez in�exných bodov. Kaºdá takáto krivka

má v kaºdom svojom bode de�novanú oskula£nú kruºnicu. Stredy v²etkých osku-

la£ných kruºníc krivky tvoria evolútu krivku. Prirodzene vzniká nasledujúca de�ní-

cia:

De�nícia 1.3.1 ([BO10]):

Evolúta krivky bez jej in�exných bodov je de�novaná ako krivka daná predpisom

E(t) = P (t) + 1
k(t)

n(t).

Poznámka: Evolútu krivky vieme v súradniciach vyjadri´ vz´ahmi (1.4) a (1.5).
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Je omnoho ©ah²ie pouºi´ tieto vz´ahy na výpo£et evolúty krivky, ako samotnú de�ní-

ciu evolúty.

Uvaºujme krivku zadanú prirodzenou parametrizáciou. Pouºitím Frenetových vzor-

cov sa ukáºe, ºe pre prvé tri derivácie evolúty platí:

E ′(s) = r′(s)n(s) (1.6)

E ′′(s) = r′′(s)n(s) + r′(s)k(s)t(s) (1.7)

E ′′′(s) = (2r′′(s)k(s) + r′(s)k′(s)) t(s) +
(
r′′′(s) + r′(s)k2(s)

)
n(s) (1.8)

Veta 1.3.1 ([BO10]):

Nech P (s) je krivka daná parametricky a nech E(s) je jej evolúta.

1. Bod E(s0) evolúty je regulárny práve vtedy, ak bod krivky P (s0) nie je vrcholom

danej krivky.

2. Ak je bod P (s0) krivky oby£ajným vrcholom, tak bod E(s0) evolúty je bodom

vratu prvého druhu.

Dôkaz. 1. Tvrdenie vyplýva priamo z (1.6).

2. Z prvého tvrdenia vyplýva, ºe ak P (s0) je vrcholom krivky, E(s0) je sin-

gulárnym bodom evolúty. Z (1.7) vyplýva, ºe P ′′(s0) 6= 0 a je to bod vratu

evolúty. Je zrejmé, ºe vektory E ′′(s0) a E ′′′(s0) sú lineárne nezávislé, takºe

E(s0) je bodom vratu prvého druhu.

Príklad 6: Evolúta kruºnice P (t) = (r cos t, r sin t), t ∈ 〈−1
4
π, 7

4
π) je degenero-

vaná jednobodová krivka s kon²tantnou parametrizáciou E(t) = (0, 0).

Príklad 7: Evolúta elipsy P (t) = (a cos t, b sin t), t ∈ 〈0, 2π) je vyjadrená v

súradniciach nasledovne: x(t) = a2−b2
a

cos3 t, y(t) = −a2−b2
b

sin3 t. Je zrejmé, ºe táto

krivka je obrazom astroidy Q(t) = (cos3 t, sin3 t) v a�nnej transformácii x∗ = a2−b2
a
x

a y∗ = −a2−b2
b
y.

30



Metrické kon²trukcie kriviek

Príklad 8: Evolúta paraboly P (t) = ( t
2

2p
, t), t ∈ (−∞,∞) je vyjadrená v súrad-

niciach takto: x(t) = 3
2p
t2 + p, y(t) = − 1

p2
t3. Je zrejmé, ºe táto krivka je obra-

zom semikubickej paraboly Q(t) = (t2, t3) v a�nnej transformácii x∗ = 3
2p
x + p a

y∗ = − 1
p2
y.

Obr. 1.9: Evolúta elipsy a paraboly

Zdroj: http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Curves/Curves.html

1.3.2 Evolventa krivky v euklidovskej rovine

De�nícia 1.3.2 ([BO10]):

Evolventou krivky je kaºdá krivka, ktorá kolmo pretína v²etky doty£nice krivky.

Veta 1.3.2 ([BO10]):

Nech P (s) je parametricky vyjadrená krivka a nech c ∈ R je kon²tanta. Potom

evolventu krivky P (s) vieme vyjadri´ rovnicou

Ic(s) = P (s) + (c− s)P ′(s), s ∈ I, (1.9)

pri£om tento tvar majú v²etky jej evolventy.

Dôkaz. Evolventu krivky získame tak, ºe v kaºdom bode krivky P (s) nájdeme na

doty£nici taký bod Ic(s) = P (s) + f(s)P ′(s), ºe I ′c(s) ⊥ P ′(s). Derivovaním Ic a
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vyuºitím Frenetových vzorcov dostávame, ºe aby bola splnená uvedená podmienka,

musí plati´ ((1 + f ′(s))t(s)− f(s)k(s)n(s)) t(s) = 0. Z toho dostávame, ºe f ′(s) =

−1 a teda f(s) = c− s, kde c je integra£ná kon²tanta.

Poznámka: Kaºdá krivka má nekone£ne ve©a evolvent vyjadrených vz´ahom

(1.9), kým evolútu má práve jednu.

Veta 1.3.3 ([BO10]):

Nech P (s), s ∈ I je prirodzená parametrizácia krivky a nech c ∈ R. Potom platia

nasledujúce tvrdenia:

1. Pre parameter s 6= c je bod Ic(s) regulárny a nein�exný bod evolventy.

2. Ak c ∈ I, tak bod Ic(c) evolventy je bodom vratu prvého druhu.

Dôkaz. Z Frenetových vyorcov vyplýva, ºe P ′′ = kn a P ′′′ = −k2t + k′n. Odtia©

dostávame, ºe prvé tri derivácie evolventy krivky majú tvar:

I ′c(s) = (c− s)P ′′(s) (1.10)

I ′′c (s) = −P ′′(s) + (c− s)P ′′′(s) (1.11)

I ′′′c (s) = −2P ′′′(s) + (c− s)P (4)(s) (1.12)

Odtia© priamo vyplývajú tvrdenia vety.

Veta 1.3.4 ([BO10]):

Kaºdá krivka, ktorá nemá vrcholy, je evolventou svojej evolúty.

Dôkaz. Sta£í si uvedomi´, ºe doty£nica evolúty je normálou pôvodnej krivky, preto

krivka kolmo pretína doty£nice svojej evolúty, teda je jej evolventou.
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Obr. 1.10: Evolventa kruºnice, elipsy a paraboly

Zdroj: http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Curves/Curves.html

1.3.3 Rovnobeºné krivky v euklidovskej rovine

De�nícia 1.3.3 (Rovnobeºné krivky, [GIB01]):

Nech P (t) je regulárna krivka a nech d je reálne £íslo. Rovnobeºná krivka Pd(t) ku

krivke P (t) vo vzdialenosti d je krivka de�novaná takto:

Pd(t) = P (t) + dn(t)

V súradniciach vieme rovnobeºnú krivku Pd(t) vyjadri´ nasledovne:

xd(t) = x(t)− dy′(t)√
x′2(t) + y′2(t)

, yd(t) = y(t) +
dx′(t)√

x′2(t) + y′2(t)

Veta 1.3.5 ([GIB01]):

Nech P (t) je regulárna krivka a d je nenulové reálne £íslo. Potom bod Pd(t0) je

singulárnym bodom rovnobeºnej krivky Pd(t) práve vtedy, ak platí: Pd(t0) = E(t0).

Dôkaz. Uvaºujme krivku P (t) vyjadrenú v prirodzenej parametrizácii. Z Frene-

tových vzorcov dostávame, ºe pre prvú deriváciu rovnobeºnej krivky Pd(s) prislú-

chajúcej ku krivke P (s) platí:

P ′d(s) = P ′(s) + dn′(s) = P ′(s)− dk(s)P ′(s) = (1− dk(s))t(s)

Z toho vyplýva, ºe bod Pd(s0) je singulárny práve vtedy, ak (1 − dk(s0)) = 0, £iºe

ak k(s0) = 1
d
. Odtia© vyplýva tvrdenie vety.
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Veta 1.3.6 ([MAK11]):

Ak P (t0) je v²eobecný bod regulárnej krivky P (t) a k(t0) = 1
d
, tak Pd(t0) je bod vratu

prvého druhu rovnobeºnej krivky Pd(t).

Dôkaz. Z predchádzajúcej vety vyplýva, ºe ak P (t0) je v²eobecný bod regulárnej

krivky P (t) a k(t0) = 1
d
, tak Pd(t0) je singulárny bod rovnobeºnej krivky Pd(t). Pre

druhú a tretiu deriváciu rovnobeºnej krivky Pd(t) v parametri t0 platí:

P ′′d (t0) = −dk′(t0)t(t0)

P ′′′d (t0) = −dk′′(t0)t(t0)− 2dk(t0)k
′(t0)n(t0)

Ke¤ºe P (t0) je v²eobecný bod krivky, k′(t0) 6= 0. Vektory t(t0) a n(t0) sú lineárne

nezávislé, preto lineárne nezávislé sú aj P ′′d (t0) a P ′′′d (t0). Odtia© dostávame, ºe Pd(t0)

je bod vratu prvého druhu rovnobeºnej krivky Pd(t).

Obr. 1.11: Rovnobeºné krivky k elipse a parabole

Zdroj: [GIB01]
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1.3.4 Pedálne krivky v euklidovskej rovine

De�nícia 1.3.4 (Pedálne krivky, [GIB01]):

Nech P (t) je regulárna krivka a nech Q je bod z roviny. Pre kaºdý parameter t

zostrojme kolmý priemet bodu Q na doty£nicu ku krivke P (t). Z piet kolmíc takejto

projekcie vzniká krivka W (t). Nazývame ju pedálna krivka ku krivke P (t) vzh©adom

na bod Q. Bod Q nazývame pedálny bod.

Pedálna krivka má nasledovné parametrické vyjadrenie:

W (t) = P (t) +

{
(Q− P (t)) · P ′(t)

|P ′(t)|2

}
P ′(t).

Veta 1.3.7 ([GIB01]):

Pedálna krivka má v prirodzenej parametrizácii P (s) základnej krivky tieto alter-

natívne vyjadrenia:

W (s) = P (s) + {(Q− P (s)) · t(s)} t(s)

alebo

W (s) = Q− {(Q− P (s)) · n(s)}n(s).

Dôkaz. Tvrdenie vety vyplýva priamo z vlastností prirodzenej parametrizácie.

Veta 1.3.8 ([GIB01]):

Nech P (t) je regulárna krivka a W (t) je jej pedálna krivka vzh©adom na bod Q

neleºiaci na krivke P (t). Potom bod krivky W (t0) je singulárny práve vtedy, ke¤

je bod P (t0) krivky P (t) in�exný.

Dôkaz. Ke¤ºe P (t) je regulárna krivka, vieme ju vyjadri´ v prirodzenej parametri-

zácii. Predpokladajme, ºe je tak daná a ºe bod Q má súradnice Q = (0, 0). Potom

pedálna krivka má nasledovné vyjadrenie:

W (s) = Q− {(Q− P (s)) · n(s)}n(s).

Derivovaním tohto vz´ahu a pouºitím Frenetových vzorcov dostávame:

W ′(s) = −k(s) {((Q− P (s)) · t(s))n(s) + (Q− (P (s)) · n(s))t(s)}.
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Vieme, ºe vektory t(s) a n(s) sú lineárne nezávislé, preto W ′(s) = 0 práve vtedy, ak

k(s)((Q− P (s)) · t(s)) = 0 a k(s)((Q− P (s)) · n(s)) = 0. Je v²ak zrejmé, ºe aspo¬

jedno z £ísiel (Q−P (s)) · t(s) a (Q−P (s)) ·n(s) musí by´ nenulové, inak by platilo,

ºe (Q − P (s)) = 0 a teda Q ∈ P (s). Z toho vyplýva, ºe W ′(s) = 0 práve vtedy, ak

k(s) = 0.

Obr. 1.12: Pedálna krivka kruºnice, elipsy a paraboly

Zdroj: http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Curves/Curves.html
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Kapitola 2

Geometria diferencovate©ných

kriviek v pseudoeuklidovskej rovine

2.1 Geometria pseudoeuklidovskej roviny

De�nícia 2.1.1 (Pseudoeuklidovská rovina):

Pod pseudoeuklidovskou rovinou E1,1 rozumieme reálnu a�nnú rovinu A2, pre ktorú

máme na jej vektorovej zloºke de�novanú nesingulárnu kvadratickú formu q so sig-

natúrou (1, 1).

V literatúre sa okrem názvu pseudoeuklidovská rovina stretneme aj s inými, napr.

Minkowského rovina, artinovská rovina alebo hyperbolická rovina.

A�nná geometria v pseudoeuklidovskej rovine E1,1 je taká istá, ako v obvyklej eukli-

dovskej geometrii. Sú tam rovnaké body, vektory a priamky. Tak isto sa pouºívajú

rovnice priamok, parametrické vyjadrenia priamok, hovoríme o úse£kách, polrovi-

nách, o rovnobeºnosti, orientácii a o ¤al²ích a�nných pojmoch.

Podstatným rozdielom medzi euklidovskou a pseudoeuklidovskou rovinou je to, ºe

namiesto beºného skalárneho sú£inu hovoríme v pseudoeuklidovskej rovine o pseu-

doskalárnom sú£ine. Zmena skalárneho sú£inu spôsobuje aj zmenu pojmov na¬ na-

viazaných.
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De�nícia 2.1.2 (Pseudoskalárny sú£in):

Polárnu formu 〈x,y〉 kvadratickej formy q(x) vyjadrenú v tvare 1
4
[q (x + y)− q (x− y)]

nazývame pseudoskalárny sú£in vektorov x a y.

Obrátene platí, ºe q(x) = 〈x,x〉 = ‖x‖2. Na základe toho môºeme zavies´ pojem

d¨ºka vektora.

De�nícia 2.1.3 (D¨ºka vektora, [BO11]):

Pre ©ubovo©ný vektor x budeme pod jeho d¨ºkou rozumie´ £íslo |x| =
√
|‖x‖2| =

|q(x)| 12

Poznámka: Jednotkový vektor je vektor x s vlastnos´ou |‖x‖2| = 1, t.j. ‖x‖2±1,

t.j |〈x,x〉| = 1.

Poznámka: Funkcia, ktorá bodom X a Y priradí d¨ºku vektora Y − X, nie je

metrika v rovine. Touto vlastnos´ou sa pseudoeuklidovská rovina významne odli²uje

od euklidovskej roviny. Táto skuto£nos´ spôsobuje v pseudoeuklidovskej rovine tech-

nické komplikácie.

De�nícia 2.1.4 (Ortonormálna báza):

Hovoríme, ºe vektory e1, e2 tvoria v pseudoeuklidovskej rovine ortonormálnu bázu,

ak sú tieto vektory ortonormálne (z h©adiska pseudoskalárneho sú£inu), teda platí

〈e1, e1〉 = ‖e1‖2 = ±1, 〈e1, e2〉 = 0, 〈e2, e2〉 = ‖e2‖2 = ∓1.

De�nícia 2.1.5 (Pseudokarteziánska sústava súradníc, [BO11]):

Majme danú a�nnú sústavu súradníc O, e1, e2 takú, ºe súradnicové vektory sú ortonor-

málne a navy²e platí 〈e1, e1〉 = ‖e1‖2 = 1 a 〈e2, e2〉 = ‖e2‖2 = −1. Táto sústava

súradníc sa nazýva pseudokarteziánska sústava súradníc.

Poznámka: Ak nepovieme iná£, aktuálnu sústavu súradníc povaºujeme za pseu-

dokarteziánsku.

Poznámka: Je zrejmé, ºe súradnicové vyjadrenie kvadratickej formy q(x) a pseu-

dosklalárneho sú£inu 〈x,y〉 má v ©ubovo©nej pseudokarteziánskej sústave súradníc

tvar: q(x) = 〈x,x〉 = x2
1 − x2

2, 〈x,y〉 = x1y1 − x2y2.
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De�nícia 2.1.6 (Kolmos´ vektorov, [BER09]):

Hovoríme, ºe vektory x a y sú na seba kolmé, ak platí: 〈x,y〉 = 0. Kolmos´ vektorov

zapisujeme zauºívaným symbolom x ⊥ y.

De�nícia 2.1.7 (Znamienko vektora, [BO11]):

Pre ©ubovo©ný vektor x de�nujeme jeho znamienko sgnx = sgn q(x).

De�nícia 2.1.8:

Vektory leºiace v pseudoeuklidovskej rovine rozde©ujeme na tri typy nasledovne:

Hovoríme, ºe vektor x je priestorový alebo £asový alebo svetelný, ak sgnx = 1 alebo

sgnx = −1 alebo sgnx = 0.

V pseudokarteziánskej sústave súradníc sa dá toto rozdelenie opísa´ v súradniciach

takto:

ak |x1| > |x2|, tak vektor x = (x1, x2) je priestorový

ak |x1| < |x2|, tak vektor x = (x1, x2) je £asový

ak |x1| = |x2|, tak vektor x = (x1, x2) je svetelný.

De�nícia 2.1.9 (Operátor kolmosti, [BO11]):

Pre ©ubovo©ný vektor z pseudoeuklidovskej roviny de�nujeme operátor komlosti

x→⊥ x, ktorý kaºdému vektoru x = (x1, x2) priradí vektor ⊥ x = (sgnxx2, sgnxx1).

Poznámka: Pre ©ubovo©ný vektor x leºiaci v pseudoeuklidovskej rovine zrejme

platí, ºe sgn ⊥ x = − sgnx a (⊥ x) ⊥ x, | ⊥ x| = |x|. Prvá vlastnos´ vektora ⊥ x

spôsobuje, ºe kolmos´ v pseudoeuklidovskej rovine mení typ vektora. To znamená,

ºe nenulový vektor, ktorý je kolmý na £asový, je priestorový a naopak. Platí. ºe

sgnx = − sgny, ak x ⊥ y, x,y 6= 0.

Poznamenajme, ºe pre vektory x a ⊥ x platí, ºe det(x,⊥ x) > 0, preto sa v de�nícii

vektora ⊥ x objavuje £íslo sgnx.

Veta 2.1.1 ([BO11]):

Nech je v E1,1 daná ortonormálna báza e1, e2. Potom vektor x vieme v súradniciach
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vzh©adom na túto bázu vyjadri´ takto:

x = sgn e1〈x, e1〉e1 + sgn e2〈x, e2〉e2 (2.1)

Dôkaz. Nech vektor x je vyjadrený ako x = c1e1 + c2e2. Vynásobením tejto rovnosti

postupne vektormi e1 a e2 a vyuºitím toho, ºe pre ©ubovo©ný jednotkový vekttor e

platí, ºe 〈e, e〉 = sgn e, dostaneme poºadované tvrdenie.

2.2 Krivky v pseudoeuklidovskej rovine

Parametricky vyjadrená krivka a jej diferencovate©nos´ sú a�nné pojmy, ktoré sú

invariantné vzh©adom na a�nné súradnicové transformácie. Ve©mi ve©a pojmov a

vlastností kriviek pouºívaných v diferenciálnej geometrii patrí k a�nnej geometrii,

a preto s nimi môºeme pracova´ v pseudoeuklidovskej rovine rovnako, ako v eukli-

dovskom prípade. Medzi najdôleºitej²ie a�nné objekty a vlastnosti kriviek patria:

bodové a vektorové funkcie jednej reálnej premennej a ich derivácie, parametricky

zadaná krivka, vlastnos´ bodu by´ regulárny resp. singulárny, vlastnos´ bodu by´

in�exný resp. nein�exný, doty£nica krivky, polrovina vzh©adom na doty£nicu v ne-

in�exnom bode, v ktorej krivka lokálne leºí, styk dvoch kriviek, rád styku, beta

podmienky styku. Niektoré zo spomenutých objektov a vlastností sme spracovali v

kapitole 1 pre euklidovskú rovinu.

Na druhej strane, niektoré ve©mi dôleºité objekty a pojmy diferenciálnej geome-

trie nemajú a�nný, ale metrický charakter. Medzi metrické vlastnosti kriviek v

pseudoeuklidovskej rovine patria: normála krivky, prirodzená parametrizácia krivky,

Frenetov repér, krivos´, stred krivosti, polomer krivosti, oskula£ná kruºnica, Frene-

tove vzorce.

Na²ím cie©om je skúmanie metrických vlastností kriviek v pseudoeuklidovskej rovine.

Poznámka: Rovnako ako v euklidovskej rovine, tak aj v pseudoeuklidovskej

rovine budeme krivky zadáva´ pomocou bodovej funkcie jednej premennej (pozri
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de�níciu 1.1.1) a budeme tak hovori´ o parametrizácii krivky (pozri de�níciu 1.1.3).

V oboch rovinách rovnako platí, ºe krivka má nekone£ne ve©a parametrizácií, o tejto

vlastnosti parametricky zadaných kriviek hovorí de�nícia 1.1.4.

De�nícia 2.2.1 (Klasi�kácia bodov krivky v pseudoeuklidovskej rovine, [KJ]):

Bod P (t0) krivky P (t), t ∈ I je priestorový resp. £asový resp. svetelný, ak pre vektor

P ′(t0) platí: ‖P ′(t0)‖2 > 0 resp. ‖P ′(t0)‖2 < 0 resp. ‖P ′(t0)‖2 = 0.

Krivka je priestorová resp. £asová resp. svetelná, ak je takým kaºdý jej bod.

Poznámka: Krivka je svetelná práve vtedy, ke¤ leºí na svetelnej priamke. Svetelné

krivky sú teda nezaujímavé. Budeme sa zaobera´ iba priestorovými a £asovými

krivkami. Poznamenajme, ºe pre ne je podmienka regulárnosti splnená automaticky.

Svetelné body kriviek nebudeme v ¤al²om texte uvaºova´.

De�nícia 2.2.2 (Vektor doty£nice, [BO11]):

Vektor doty£nice t(t) krivky P (t) je jednotkový vektor súhlasne rovnobeºný s vek-

torom P ′(t):

t(t) =
P ′(t)√

|〈P ′(t), P ′(t)〉|
.

De�nícia 2.2.3 (Vektor normály, [BO11]):

Vektor normály n(t) je taký vektor, ºe vektory t(t), n(t) tvoria kladnú ortonormálnu

bázu, £iºe platí: n(t) =⊥ t(t).

Poznámka: V²imnime si, ºe kým vektor doty£nice v euklidovskej a pseudoeukli-

dovskej rovine majú rovnaké vyjadrenie, vektor normály bude v pseudoeuklidovskej

rovine aj napriek podobnej de�nícii vyzera´ úplne inak. Dôvodom je to, ºe kolmos´

v pseudoeuklidovskej rovine je úplne odli²ná, ako v euklidovskom prípade.

De�nícia 2.2.4 (Frenetov repér krivky):

V ©ubovo©nom nesvetelnom a regulárnom bode krivky leºiacej v orientovanej rovine

tvoria vektor doty£nice t(t) a vektor normály n(t) Frenetov repér.
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Obr. 2.1: Frenetov repér v troch bodoch euklidovskej kruºnice

Ve©a uºito£ných vlastností vektorových funkcií sa z euklidovskej roviny prená²a aj

do pseudoeuklidovskej. O dvoch z nich hovorí nasledujúca veta:

Veta 2.2.1 ([BO11]):

Nech u(t) a v(t) sú vektorové funkcie. Potom platí:

u′(t) ⊥ u(t), ak |u(t)| je kon²tantná (2.2)

〈u(t),v′(t)〉 = −〈u′(t),v(t)〉, ak u(t),v(t) sú ortogonálne pre kaºdé t (2.3)

Dôkaz. Tvrdenie vety sa ©ahko ukáºe jednoduchým derivovaním skalárneho sú£inu.

De�nícia 2.2.5 (Prirodzená parametrizácia krivky):

P (s) je prirodzená parametrizácia krivky, ak |〈P ′(s), P ′(s)〉| = 1 pre v²etky s.

Veta 2.2.2 (Vlastnosti prirodzenej parametrizácie):

Krivka zadaná prirodzenou parametrizáciou má nasledovné vlastnosti:
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1. Krivka vyjadrená prirodzenou parametrizáciou neobsahuje svetelné body.

2. Krivka vyjadrená prirodzenou parametrizáciou je priestorová alebo £asová.

3. Pre krivku s prirodzenou parametrizáciou platí: P ′′ (s) ⊥ P ′ (s).

4. Kaºdá krivka bez svetelných a singulárnych bodov má nekone£ne ve©a prirodzených

parametrizácií.

5. Pre prirodzenú parametrizáciu platí:

t (s) = P ′ (s),

n (s) = det(P ′(s), P ′′(s))
P ′′ (s)√

|〈P ′′ (s) , P ′′ (s)〉|
.

Dôkaz. Vlastnosti 1. a 2. vyplývajú priamo z de�nície prirodzenej parametrizácie

krivky.

Z de�nície prirodzenej parametrizácie a z (2.2) dostávame, ºe t (s) = P ′ (s) a

P ′′ (s) ⊥ P ′ (s).

Kaºdú parametrizáciu P (t) regulárnej krivky bez svetelných bodov moºno sub-

stitúciou t = φ(s), kde φ(s) je funkcia inverzná k funkcii s =
∫
|P ′(t)|dt, zmeni´

na prirodzenú parametrizáciu. Je to priama analógia k euklidovskému prípadu.

Posledná vlastnos´ vyplýva priamo z de�nícií prirodzenej parametrizácie a normály

krivky v pseudoeuklidovskej rovine.

Poznámka: De�nícia prirodzenej parametrizácie krivky v euklidovskej rovine

(de�nícia 1.1.9) a v pseudoeuklidovskej rovine (de�nícia 2.2.5) sú rovnaké. Tak isto

sa zachovávajú aj jej vlastnosti uvedené vo vete 1.1.3.

De�nícia 2.2.6 (Krivos´ krivky, [BO11]):

Krivos´ orientovanej krivky P (t) v orientovanej pseudoeuklidovskej rovine je £íslo

k(t) =
det(P ′(t), P ′′(t))

|〈P ′(t), P ′(t)〉| 32
.

Poznámka: Poznamenajme, ºe výraz de�nujúci krivos´ krivky v pseudoeukli-

dovskej rovine je identický s výrazom de�nujúcim odpovedajúci objekt v euklidov-

skej rovine.
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Veta 2.2.3:

Pre krivos´ krivky vyjadrenú v prirodzenej parametrizácii platí:

k(s) = det(P ′(s), P ′′(s)).

Dôkaz. Veta vyplýva priamo z de�nície krivosti a prirodzenej parametrizácie krivky

v pseudoeuklidovskej rovine.

Veta 2.2.4 ([BO11]):

Majme dané ortonormálne vektorové funkcie u(t) a v(t). Potom platí:

u′(t) = ω(t)v(t), v′(t) = ω(t)u(t),

kde

ω(t) = sgnv(t)〈u′(t),v(t)〉 = sgnu(t)〈v′(t),u(t)〉.

Dôkaz. Ke¤ºe vektorové polia u(t) a v(t) sú ortonormálne, z (2.2) vyplýva, ºe

u′(t) ⊥ u(t) a v′(t) ⊥ v(t). Pouºijúc rovnos´ (2.1) dostávame, ºe

u′(t) = sgnv(t)〈u′(t),v(t)〉v(t) a v′(t) = sgnu(t)〈v′(t),u(t)〉u(t). Pre kolmé vek-

torové polia platí, ºe sgnu(t) = − sgnv(t). Z tejto skuto£nosti a z vlastnosti (2.3)

dostávame: sgnu(t)〈v′(t),u(t)〉 = − sgnv(t)(−〈u′(t),v(t)〉) = sgnv(t)〈u′(t),v(t)〉.

Tým je veta dokázaná.

Veta 2.2.5 (Frenetove vzorce pre orientovanú krivku, [BO11]):

Pre orientovanú krivku v orientovanej pseudoeuklidovskej rovine, ktorá je vyjadrená

prirodzenou parametrizáciou, platí:

t′(s) = k(s)n(s)

n′(s) = k(s)t(s)

Dôkaz. Ke¤ºe v prípade prirodzenej parametrizácie platí, ºe t(s) = P ′(s), tak pre

deriváciu vektorovej funkcie t(s) dostávame, ºe t′(s) = P ′′(s). Zárove¬ platí, ºe
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P ′′(s) ⊥ P ′(s) a teda P ′′(s) ⊥ t(s).

Uvaºujme ortonormálnu bázu t(t) a n(t). Z (2.1) dostávame, ºe

P ′′(s) = sgnn(s)〈P ′′(s),n(s)〉n(s). (2.4)

Pre krivos´ vyjadrenú v prirodzenej parametrizácii teda platí: k = det(P ′(s), P ′′(s)) =

sgnn(s)〈P ′′(s),n(s)〉 det(t(s),n(s)). Ke¤ºe báza t(s), n(s) je kladne orientovaná,

determinant z predchádzajúceho vz´ahu je rovný jednej a krivos´ sa dá vyjadri´ ako

k = sgnn(s)〈P ′′(s),n(s)〉. Z (2.4) teraz vyplýva, ºe prvý Frenetov vzorec má tvar

t′(s) = P ′′(s) = k(s)n(s).

Druhý Frenetov vzorec je dôsledkom prvého a vety 2.2.4.

Poznámka: V²imnime si, ºe kým derivácia vektora doty£nice t′(s) má v eukli-

dovskej rovine (veta 1.1.5) a pseudoeuklidovskej rovine rovnaké vyjadrenie, vo vzorci

pre deriváciu narmálového vektora n′(s) nastáva znamienková zmena.

De�nícia 2.2.7 (Vrchol krivky):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a nech k (t) je jej krivos´. Vrcholom krivky

nazývame taký bod P (t0), t0 ∈ I, v ktorom má krivos´ krivky stacionárny bod, teda

k′ (t0) = 0. Vo v²eobecnosti je teda vrcholom krivky taký bod, v ktorom má krivos´

lokálny extrém.

De�nícia 2.2.8 (Oby£ajný vrchol krivky):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a bod P (t0), t0 ∈ I je jej vrchol. Vr-

chol P (t0) sa nazýva oby£ajný vrchol rovinnej krivky, ak pre krivos´ krivky platí:

k′ (t0) = 0 a k′′ (t0) 6= 0. Oby£ajný vrchol krivky budeme nazýva´ vrcholom prvého

rádu.

Poznámka: Body krivky, ktoré nie sú vrcholmi, nazývame v²eobecné body krivky.

De�nícia 2.2.9 (Vrchol vy²²ieho rádu):

Nech je daná rovinná krivka P (t), t ∈ I a nech P (t0), t0 ∈ I je jej vrchol taký,

ºe k′ (t0) = 0, . . . , k(k) (t0) = 0, k ≥ 2. Potom vrchol P (t0) nazývame vrchol aspo¬
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k-teho rádu krivky P (t).

Hovoríme, ºe krivka má v bode P (t0), t0 ∈ I vrchol rádu práve k práve vtedy, ak

pre derivácie krivosti tejto krivky platí: k′ (t0) = 0, . . . , k(k) (t0) = 0∧ k(k+1) (t0) 6= 0,

k ≥ 2.

Poznámka: De�nícia vrcholu krivky leºiacej v pseudoeuklidovskej rovine je for-

málne taká istá, ako de�nícia tohto pojmu v euklidovskej rovine. Je treba si v²ak

uvedomi´, ºe vrchol krivky úzko súvisí s krivos´ou krivky a to je metrický pojem,

£iºe je odli²ný v euklidovskej a pseudoeuklidovskej rovine.

Príklad 9: Uvaºujme euklidovskú kruºnicu P (t) = (r cos t, r sin t), t ∈ 〈−1
4
π, 7

4
π).

Body P (t), pre ktoré je t ∈
(
−1

4
π, 1

4
π
)
∪
(

3
4
π, 5

4
π
)
sú £asové, body P (t), pre ktoré

je t ∈
(

1
4
π, 3

4
π
)
∪
(

5
4
π, 7

4
π
)
sú priestorové a body P

(
−1

4
π
)
, P
(

1
4
π
)
, P
(

3
4
π
)
, P
(

5
4
π
)

sú svetelné. V priestorových a £asových bodoch kruºnice máme t, n a k vyjadrené

nasledovne:

t =

(
− sin t

| cos 2t| 12
,

cos t

| cos 2t| 12

)

n =

(
cos t

| cos 2t| 12
,− sin t

| cos 2t| 12

)
, ak t ∈

(
1

4
π,

3

4
π

)
∪
(

5

4
π,

7

4
π

)
n =

(
− cos t

| cos 2t| 12
,

sin t

| cos 2t| 12

)
, ak t ∈

(
−1

4
π,

1

4
π

)
∪
(

3

4
π,

5

4
π

)
k =

1

r| cos 2t| 32
Poznámka: Porovnaním príkladov 1 a 9 zistíme, ºe vzorce vektorov doty£nice

t, normály n a krivosti krivky k sú v pseudoeuklidovskej rovine komplikovanej²ie

aj napriek tomu, ºe tieto objekty majú v oboch rovinách rovnaké vyjadrenie. Túto

skuto£nos´ spôsobuje zmena skalárneho sú£inu po prechode k pseudoeuklidovskej

rovine.

Príklad 10: Uvaºujme euklidovskú elipsu P (t) = (a cos t, b sin t), t ∈ 〈0, 2π).

Ozna£me výraz a2 sin2 t − b2 cos2 t ako g(t). Body elipsy sú £asové, ak g(t) < 0,

sú priestorové, ak g(t) > 0 a sú svetelné, ak g(t) = 0. V priestorových a £asových

bodoch elipsy máme t, n a k vyjadrené nasledovne:
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t =

(
− a sin t

|g(t)| 12
,
b cos t

|g(t)| 12

)

n =

(
b cos t

|g(t)| 12
,− a sin t

|g(t)| 12

)
, ak g(t) > 0

n =

(
− b cos t

|g(t)| 12
,
a sin t

|g(t)| 12

)
, ak g(t) < 0

k =
ab

|g(t)| 32

Príklad 11: Uvaºujme parabolu P (t) =
(
t2

2p
, t
)
, t ∈ (−∞,∞). Body paraboly sú

£asové, ak |t| < p, sú priestorové, ak |t| > p a sú svetelné, ak |t| = p. V priestorových

a £asových bodoch paraboly máme:

t =

(
t

|t2 − p2| 12
,

p

|t2 − p2| 12

)

n =

(
p

|t2 − p2| 12
,

t

|t2 − p2| 12

)
, ak |t| > p

n =

(
− p

|t2 − p2| 12
,− t

|t2 − p2| 12

)
, ak |t| < p

k =
p2

|t2 − p2| 32

Poznámka: Porovnaním príkladov 2 a 3 s príkladmi 10 a 11 zistíme, ºe vek-

tor doty£nice t a krivos´ krivky k majú v oboch prípadoch ve©mi podobné vyja-

drenia. Najvä£²ia zmena nastáva vo vyjadrení normálového vektora n, £o je spô-

sobené odli²nos´ou kolmosti v euklidovskej a pseudoeuklidovskej rovine.

Príklad 12: Uvaºujme opä´ euklidovskú elipsu P (t) = (a cos t, b sin t), t ∈ 〈0, 2π)

a po£ítajme jej vrcholy. Vieme, ºe jej krivos´ je vyjadrená ako k =
ab

|g(t)| 32
, kde

g(t) = a2 sin2 t− b2 cos2 t. Pre deriváciu krivosti potom platí:

k′ = −3

2

ab(a2 + b2) sin 2t

|g(t)| 52
, ak g(t) > 0

k′ =
3

2

ab(a2 + b2) sin 2t

|g(t)| 52
, ak g(t) < 0

Derivácia krivosti je teda nulová práve pre parametre t = 0, t = π
2
, t = π, t = 3π

2
, v

týchto parametroch má elipsa vrcholy.
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Príklad 13: Uvaºujme opä´ euklidovskú kruºnicu P (t) = (r cos t, r sin t),

t ∈ 〈−1
4
π, 7

4
π) a po£ítajme jej vrcholy. Ke¤ºe kruºnica je ²peciálnym prípadom

elipsy, sta£í do derivácie krivosti elipsy dosadi´ miesto a a b polomer r a dostávame:

k′ = − 3 sin 2t

r| cos 2t| 52
, ak t ∈

(
1

4
π,

3

4
π

)
∪
(

5

4
π,

7

4
π

)
k′ =

3 sin 2t

r| cos 2t| 52
, ak t ∈

(
−1

4
π,

1

4
π

)
∪
(

3

4
π,

5

4
π

)
Derivácia krivosti je teda nulová práve pre parametre t = 0, t = π

2
, t = π, t = 3π

2
, v

týchto parametroch má kruºnica vrcholy.

Príklad 14: Uvaºujme parabolu P (t) =
(
t2

2p
, t
)
, t ∈ (−∞,∞) a po£ítajme jej

vrcholy. Krivos´ paraboly je daná ako k =
p2

|t2 − p2| 32
. Pre jej deriváciu potom platí:

k′ = − 3p2t

|t2 − p2| 52
, ak |t| > p

k′ =
3p2t

|t2 − p2| 52
, ak |t| < p

Parabola má teda v pseudoeuklidovskej rovine jediný vrchol pre parameter t = 0.

Poznámka: Z príkladov 12 a 14 vidíme, ºe elipsa a parabola majú tie isté vr-

choly v euklidovskej aj v pseudoeuklidovskej rovine. Zmena nastáva opä´ v prípade

euklidovskej kruºnice, pretoºe kým v euklidovskej rovine sú v²etky body kruºnice

vrcholy, v pseudoeuklidovskej rovine má táto krivka pod©a príkladu 13 práve ²tyri

vrcholy.
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Kapitola 3

Oskula£ná pseudokruºnica a evolúta

krivky v pseudoeuklidovskej rovine

V tejto kapitole si zade�nujeme oskula£nú pseudokruºnicu a evolútu krivky leºiacej

v pseudoeuklidovskej rovine a opí²eme ich základné vlastnosti.

3.1 Oskula£ná pseudokruºnica krivky leºiacej v pseu-

doeuklidovskej rovine

Styk kriviek patrí medzi a�nné pojmy, preto sa nemení, ak prejdeme od euklidovskej

roviny k pseudoeuklidovskej. De�nícia 1.1.17 z kapitoly 1 preto platí rovnako v

pseudoeuklidovskej rovine, ako v euklidovskej.

V pseudoeuklidovskej rovine, úlohu kruºníc preberajú rovnoosé hyperboly s rovnicou

(x1−s1)
2−(x2−s2)

2 = δr2, kde S = (s1, s2) je stred, r > 0 je polomer pseudokruºnice

a δ ∈ {−1, 1}.

Príklad 15: Uvaºujme pseudokruºnicu so stredom v bode S = (0, 0), polomerom

r a nech δ = 1, £iºe pseudokruºnicu s rovnicou |X − S|2 = r2. Túto pseudokruºnicu

vieme parametricky vyjadri´ nasledovne: P (t) = (±r cosh t, r sinh t), t ∈ (−∞,∞).

Pre vektor prvej derivácie parametrického vyjadrenia platí:
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P ′(t) = (±r sinh t, r cosh t), t ∈ (−∞,∞). Ke¤ºe sgnP ′(t) = sgn〈P ′(t), P ′(t)〉 =

−r2 < 0, tento vektor je £asový pre kaºdé t, preto aj v²etky body leºiace na danej

pseudokruºnici sú £asové. Túto pseudokruºnicu budeme preto nazýva´ £asová pseu-

dokruºnica.

Príklad 16: Uvaºujme pseudokruºnicu so stredom v bode S = (0, 0), polo-

merom r a nech δ = −1, £iºe pseudokruºnicu s rovnicou |X − S|2 = −r2. Túto

pseudokruºnicu vieme parametricky vyjadri´ nasledovne: P (t) = (r sinh t,±r cosh t),

t ∈ (−∞,∞). Podobne ako v príklade 15 sa ukáºe, ºe v²etky body leºiace na

danej pseudokruºnici sú priestorové. Túto pseudokruºnicu budeme preto nazýva´

priestorová pseudokruºnica.

Obr. 3.1: Priestorová (na©avo) a £asová (napravo) pseudokruºnica so stredom S =
(0, 0) a polomerom r = 1

Zo súradnicového vyjadrenia pseudokruºnice vyplýva, ºe ju môºeme zapísa´ aj v

tvare 〈P (t) − S, P (t) − S〉 = δr2. Nech P : I → E1,1 je krivka daná parametricky

a nech P (t0), t0 ∈ I je regulárny bod tejto krivky. Nech pseudokruºnica prechádza

týmto bodom. Platí teda: 〈P (t0) − S, P (t0) − S〉 = δr2. De�nujme funkciu styku

krivky P a pseudokruºnice takto:

De�nícia 3.1.1:

Funkcia styku pseudokruºnice so stredom v bode S a polomerom r a krivky P le-

ºiacej v pseudoeuklidovskej rovine je hladká funkcia f taká, ºe f : I → R a platí:

f(t) = 〈P (t)− S, P (t)− S〉 − δr2.
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Na základe uvedených de�nícií zavedieme podmienky styku rádu k pseudokruºnice

a krivky v spolo£nom bode.

De�nícia 3.1.2 (Styk krivky a pseudokruºnice):

Hovoríme, ºe pseudokruºnica má s krivkou P styk rádu k v bode P (t0), ak pre funkciu

styku f pseudokruºnice a krivky platia nasledovné podmienky:

f (t0) = 0, f ′ (t0) = 0, . . . , f (k) (t0) = 0

Poznámka: Nech a = (a1, a2), ⊥ a = sgn〈a, a〉(a2, a1) a b = (b1, b2) sú vektory.

Po£ítajme 〈⊥ a,b〉: 〈⊥ a,b〉 = sgn〈a, a〉〈(a2, a1), (b1, b2)〉 = − sgn〈a, a〉 det(a,b).

Veta 3.1.1 ([BAK11a]):

V nein�exnom a nesvetelnom bode krivky existuje práve jedna pseudokruºnica majúca

s krivkou v spolo£nom bode styk rádu aspo¬ dva, pri£om pre jej stred S a polomer r

platí:

S = P (t)− 1

k(t)
n, r =

1

k
(3.1)

Dôkaz. Nech P (t) je parameticky vyjadrená krivka. Uvaºujme funkciu styku tejto

krivky s pseudokruºnicou, ktorá je daná vz´ahom f(t) = 〈P (t)−S, P (t)−S〉− δr2,

δ ∈ {−1, 1}. Podmienky tyku rádu aspo¬ dva týchto kriviek sú f (t0) = 0, f ′ (t0) = 0

a f ′′ (t0) = 0. Kvôli preh©adnej²iemu zápisu budeme v ¤al²ej £asti dôkazu miesto

parametra t0 zjednodu²ene písa´ t. Dostávame teda rovnice pre neznáme S, r a δ:

〈P (t)− S, P (t)− S〉 − δr2 = 0 (3.2)

2〈P (t)− S, P ′(t)〉 = 0 (3.3)

2〈P (t)− S, P ′′(t)〉+ 2〈P ′(t), P ′(t)〉 = 0 (3.4)

Z druhej podmienky máme P ′ ⊥ P (t)− S, takºe platí P (t)− S = cn. Kon²tantu c

vypo£ítame z tretej rovnice:

c = −〈P
′(t), P ′(t)〉
〈n, P ′′(t)〉
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Oskula£ná pseudokruºnica krivky leºiacej v pseudoeuklidovskej rovine

Z rovnosti n =⊥ t =⊥ P ′(t)

|〈P ′(t), P ′(t)〉| 12
dostávame c = −〈P

′(t), P ′(t)〉|〈P ′(t), P ′(t)〉| 12
〈P ′(t), P ′′(t)〉

.

Pouºitím vz´ahu z predchádzajúcej poznánky dostávame:

c = − 〈P ′(t), P ′(t)〉|〈P ′(t), P ′(t)〉| 12
− sgn〈P ′(t), P ′(t)〉 det(P ′(t), P ′′(t))

=
|〈P ′(t), P ′(t)〉| 32
det(P ′(t), P ′′(t))

=
1

k
.

Nakoniec z prvej rovnice dostávame, ºe c2〈n,n〉 = δr2 a teda δ = sgnn = sgn k, £iºe

polomer tejto pseudokruºnice je r = 1
k
. Vyjadrenie jej stredu vyzerá nasledovne:

S = P (t)− |〈P
′(t), P ′(t)〉| 32

det(P ′(t), P ′′(t))
n = P (t)− 1

k(t)
n

De�nícia 3.1.3:

Pseudokruºnicu so stredom S = P (t) − 1
k(t)

n a polomerom r = 1
k
majúcu s krivkou

styk rádu aspo¬ dva nazývame oskula£ná pseudokruºnica danej krivky. Navy²e, ak

δ = −1, tak hovoríme o priestorovej oskula£nej pseudokruºnici a ak δ = 1, tak

hovoríme o £asovej oskula£nej pseudokruºnici.

Poznámka: Prechod od euklidovskej k pseudoeuklidovskej rovine spôsobil, ºe

kým polomer oskula£nej kruºnice a oskula£nej pseudokruºnice sú v oboch rovinách

vyjadrené rovnako, zmena nastáva vo vyjadrení ich stredov, sta£í porovna´ vzorce

(1.3) a (3.1).

Pretoºe v tejto práci pracujeme s krivkou a jej oskula£nou pseudokruºnicou a za-

ujímame sa o ich styk, je potrebné uvies´ vetu hovoriacu o vz´ahu oskula£nej pseu-

dokruºnice a krivky v spolo£nom bode.

Veta 3.1.2 ([BAK11a]):

Nech P (t) = (x(t), y(t)) je parametricky vyjadrená krivka leºiaca v pseudoeukli-

dovskej rovine a nech bod P0 = P (t0) = (x (t0) , y (t0)) je nein�exný a nesvetelný

bod tejto krivky. Nech P1 = P (t1) = (x (t1) , y (t1)) a P2 = P (t2) = (x (t2) , y (t2)) sú

dva rôzne body tejto krivky také, ºe sa �blíºia� k bodu P0 a také, ºe t1 < t0 < t2. Os-

kula£ná pseudokruºnica tejto krivky je limitou polôh pseudokruºníc prechádzajúcich

bodom P0, P1 a P2.
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Dôkaz. Nech (x−a)2−(x−b)2−δr2 = 0 je rovnica pseudokruºnice, ktorá prechádza

bodmi P0, P1 a P2. De�nujme funkciu g(t) = (x − a)2 − (x − b)2 − δr2. Je zrejmé,

ºe platí: g (t0) = g (t1) = g (t2) = 0, pri£om t1 < t0 < t2. Pod©a Rolleho vety

existujú také body P3 = P (t3) = (x (t3) , y (t3)) a P4 = P (t4) = (x (t4) , y (t4)), ºe

t1 < t3 < t0 a t0 < t4 < t2 a pre deriváciu funkcie g platí: g′ (t3) = g′ (t4) = 0. Z toho

dostávame:

g′ (t) = 2 (x (t)− a)x′ (t)− 2 (y (t)− b) y′ (t)

g′ (t3) = 2 (x (t3)− a)x′ (t3)− 2 (y (t3)− b) y′ (t3) = 0, t1 < t3 < t0

g′ (t4) = 2 (x (t4)− a)x′ (t4)− 2 (y (t4)− b) y′ (t4) = 0, t0 < t4 < t2

Ak na funkciu g′ (t) opä´ pouºijeme Rolleho vetu, dostaneme exitenciu bodu

P5 = P (t5) = (x (t5) , y (t5)) takého, ºe t3 < t5 < t4 a pre druhú deriváciu funkcie g

platí: g′′ (t5) = 0. Z toho dostávame:

g′′ (t5) = 2
[
(x′ (t5))

2 + (x (t5)− a)x′′ (t5)
]
− 2

[
(y′ (t5))

2 + (y (t5)− b) y′′ (t5)
]

= 0

Prejdúc k limite pre t1 a t2 idúce k t0 dostávame, ºe aj t3, t4 a t5 idú v limite k t0.

Z týchto skuto£ností dostávame tri rovnice s tromi neznámymi:

(x (t0)− a)2 − (y (t0)− b)2 − δr2 = 0 (3.5)

(x (t0)− a)x′ (t0)− (y (t0)− b) y′ (t0) = 0 (3.6)[
(x′ (t0))

2
+ (x (t0)− a)x′′ (t0)

]
−
[
(y′ (t0))

2
+ (y (t0)− b) y′′ (t0)

]
= 0

V²imnime si, ºe tieto rovnice sú vz´ahy (3.2), (3.3) a (3.4) zapísané v súradniciach.

Rie²ením daného systému rovníc je teda stred a polomer oskula£nej pseudokruºnice

krivky v bode P0: S = P (t0) − 1
k(t0)

n (t0) a r = 1
k(t0)

. Limitná kruºnica je teda

oskula£ná pseudokruºnica krivky

Poznámka: Predchádzajúca veta hovorí, ºe oskula£ná pseudokruºnica je najtes-

nej²ie priloºenou kruºnicou ku krivke spomedzi v²etkých pseudokruºníc zostrojených

v danom bode.
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Poznámka: Z rovníc (3.5) a (3.6) dostávame nasledovné vyjadrenie súradníc

stredu oskula£nej pseudokruºnice:

a = x (t0)−
(
(x′ (t0))

2 − (y′ (t0))
2)

x′ (t0) y′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)
y′ (t0) (3.7)

b = y (t0)−
(
(x′ (t0))

2 − (y′ (t0))
2)

x′ (t0) y′′ (t0)− x′′ (t0) y′ (t0)
x′ (t0) (3.8)

Príklad 17: Uvaºujme euklidovskú kruºnicu P (t) = (r cos t, r sin t), t ∈ 〈−1
4
π, 7

4
π).

Stred a polomer oskula£nej pseudokruºnice sú vyjadrené takto:

S = (r cos t, r sin t) + r cos 2t(cos t,− sin t), ak t /∈ {−1
4
, 1

4
, 3

4
, 5

4
}

rc = r| cos 2t| 32

Obr. 3.2: Oskula£ná pseudokruºnica euklidovskej kruºnice v parametroch t = 0,
t = π

6
a t = π

3

Príklad 18: Uvaºujme euklidovskú elipsu P (t) = (a cos t, b sin t), t ∈ 〈0, 2π).

Ozna£me výraz a2 sin2 t−b2 cos2 t ako g(t). Stred a polomer oskula£nej pseudokruºnice

sú vyjadrené takto:

S = (a cos t, b sin t)− g(t)

ab
(b cos t,−a sin t), ak g(t) 6= 0

r =
|g(t)| 32
ab
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Obr. 3.3: Oskula£ná pseudokruºnica euklidovskej kruºnice v parametroch t = 0,
t = π

6
a t = π

3

Príklad 19: Uvaºujme parabolu P (t) = ( t
2

2p
, t), t ∈ (−∞,∞). Stred a polomer

oskula£nej pseudokruºnice sú teda vyjadrené takto:

S = (t2p, t) +
t2 − p2

p
(1,

t

p
), ak |t| 6= p

r =
|t2 − p2| 32

p2

Obr. 3.4: Oskula£ná pseudokruºnica paraboly v parametroch t = −2, t = 0 a t = 2

3.2 Evolúta krivky leºiacej v pseudoeuklidovskej rovine

Rovnako ako v euklidovskej rovine, evolúta krivky je poloha stredov v²etkých osku-

la£ných pseudokruºníc krivky. Na základe toho zavádzame nasledovnú de�níciu:

Veta 3.2.1 ([BAK11a]):

Evolúta krivky bez jej in�exných a svetelných bodov je de�novaná ako krivka daná

predpisom E(t) = P (t)− 1
k(t)

n(t).
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Dôkaz. Veta je dôsledkom vety 3.1.1.

Poznámka: Poznamenajme, ºe evolútu krivky vieme v súradniciach vyjadri´

vz´ahmi (3.7) a (3.8). Je omnoho ©ah²ie pouºi´ tieto vz´ahy na výpo£et evolúty

krivky.

Body evolúty krivky leºiacej v pseudoeuklidovskej rovine majú podobné vlastnosti

ako v prípade, ºe uvaºujeme euklidovskú rovinu. O týchto vlastnostiach hovorí ¤al²ia

veta.

Pripome¬me, ºe vrchol parametrickej krivky P (t) je bod P (t0), v ktorom je prvá

derivácia krivosti nulová, t.j. platí: k′(t0) = 0. Bod P (t0) nazývame oby£ajný vrchol,

ak platí: k′(t0) = 0 a k′′(t0) 6= 0. Regulárny bod krivky je taký, ºe P ′(t) 6= 0. Uva-

ºujme krivku zadanú prirodzenou parametrizáciou. Pouºitím Frenetových vzorcov

sa ukáºe, ºe pre prvé tri derivácie evolúty platí:

E ′(t) =
k′(t)

k2(t)
n(t) (3.9)

E ′′(t) =
k′(t)

k(t)
t(t) +

(
k′′(t)

k2(t)
− 2

(k′(t))2

k3(t)

)
n(t) (3.10)

E ′′′(t) =

(
2
k′′(t)

k(t)
− 3

(k′(t))2

k2(t)

)
t(t)+

(
k′(t) +

k′′′(t)

k2(t)
− 6

k′(t)k′′(t)

k3(t)
+ 6

(k′(t))3

k4(t)

)
n(t)

(3.11)

Veta 3.2.2 ([BAK11a]):

Nech P (t) je krivka daná parametricky a nech E(t) je jej evolúta.

1. Bod E(t0) evolúty je regulárny práve vtedy, ak bod krivky P (t0) nie je vrcholom

danej krivky.

2. Ak je bod P (t0) krivky oby£ajným vrcholom, tak bod E(t0) evolúty je bodom

vratu prvého druhu.

Dôkaz. 1. Tvrdenie vyplýva priamo z (3.9).
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2. Z prvého tvrdenia vyplýva, ºe ak P (t0) je vrcholom krivky, E(t0) je singulárnym

bodom evolúty. Z (3.10) a (3.11) vyplýva, ºe pre druhú a tretiu deriváciu evolúty

v oby£ajnom vrchole platí:

E ′′(t0) =
k′′(t0)

k2(t0)
n(t0)

E ′′′(t0) = 2
k′′(t0)

k2(t0)
t(t0) +

k′′′(t0)

k2(t)
n(t0)

Je zrejmé, ºe vektory E ′′(t0) a E ′′′(t0) sú lineárne nezávislé, takºe E(t0) je

bodom vratu prvého druhu.

Poznámka: Poznamenajme, ºe rovnaká veta o evolúte a jej bodoch platí aj v

euklidovskej rovine (veta 1.3.1).

Príklad 20: Z príkladu 17 vyplýva, ºe evolúta euklidovskej kruºnice

P (t) = (r cos t, r sin t), t ∈ 〈−1
4
π, 7

4
π) je vyjadrená nasledovne:

E(t) = (r cos t, r sin t) + r cos 2t(cos t,− sin t), ak t /∈ {−1
4
π, 1

4
π, 3

4
π, 5

4
π}

V súradniciach máme takéto vyjadrenie evolúty euklidovskej kruºnice: x(t) = 2r cos3 t,

y(t) = 2r sin3 t. Je zrejmé, ºe táto krivka je obrazom astroidy Q(t) = (cos3 t, sin3 t)

v a�nnej transformácii x∗ = 2rx a y∗ = 2ry, pozri obrázok 3.5 v©avo.

Príklad 21: Z príkladu 18 vyplýva, ºe evolúta euklidovskej elipsy

P (t) = (a cos t, b sin t), t ∈ 〈0, 2π) je vyjadrená nasledovne:

E(t) = (a cos t, b sin t)− g(t)

ab
(b cos t,−a sin t), ak g(t) 6= 0

V súradniciach máme takéto vyjadrenie evolúty elipsy: x(t) = a2+b2

a
cos3 t,

y(t) = a2+b2

b
sin3 t. Je zrejmé, ºe táto krivka je obrazom astroidyQ(t) = (cos3 t, sin3 t)

v a�nnej transformácii x∗ = a2+b2

a
x a y∗ = a2+b2

b
y, pozri obrázok 3.5 v strede.

Príklad 22: Z príkladu 19 vyplýva, ºe evolúta paraboly P (t) = ( t
2

2p
, t),

t ∈ (−∞,∞) je vyjadrená takto:
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E(t) = (t2p, t) +
t2 − p2

p
(1,

t

p
), ak |t| 6= p

V súradniciach máme takéto vyjadrenie evolúty paraboly: x(t) = 3
2p
t2 − p

2
,

y(t) = 1
p2
t3. Je zrejmé, ºe táto krivka je obrazom semikubickej paraboly

Q(t) = (t2, t3) v a�nnej transformácii x∗ = 3
2p
x − p

2
a y∗ = 1

p2
y, pozri obrázok

3.5 vpravo.

Obr. 3.5: Evolúta euklidovskej kruºnice, euklidovskej elipsy a paraboly

Poznámka: Z príkladu 21 a príkladu 22 jasne vyplýva, ºe evolúty paraboly a

elipsy v pseudoeuklidovskej rovine vyzerajú podobne ako tie v euklidovskej rovine,

pozri príklady 7 a 8. Na druhej strane, evolúta euklidovskej kruºnice z príkladu

20 je ve©mi odli²ná od evolúty v euklidovskej rovine z príkladu 6. Kým evolúta v

euklidovskej rovine degeneruje na jeden bod, v pseudoeuklidovskom prípade je to

krivka.

Poznámka: V²imnime si, ºe z obrázku 3.5 jasne vyplýva, ºe na evolútach uvaºo-

vaných kriviek vznikajú body vratu prvého druhu práve v ich vrcholoch vypo£í-

taných v príkladoch 12, 13 a 14, tak ako o tejto vlastnosti bodov evolúty hovorí veta

3.2.2.

Poznámka: Iná ve©mi dôleºitá vlatnos´ evolúty v pseudoeuklidovskej rovine je,

ºe krivka nepretíma svoju evolútu [ST11], Proposition 3.3. Ako je dobre zmáme,
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toto neplatí v euklidovskej rovine, lebo napríklad elipsa pretína svoju evolútu, pozri

obrázok 1.9.
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Projekt dizerta£nej práce

V tejto kapitole navrhneme plán na²ej ¤al²ej práce. Ná² výskum bude zameraný

na ²túdium vybraných metrických kon²trukcií kriviek, ako sú evolúty, evolventy

a pedálne krivky. Pozornos´ bude venovaná aj oskula£nej pseudokruºnici krivky

leºiacej v pseudoeuklidovskej rovine. Cie©om bude skúma´ singularity vznikajúce na

spomínaných krivkách.

Kapitola je rozdelená do ²tyroch podkapitol. Kaºdá z nich opisuje moºnosti výskumu

v stanovenej oblasti.

Oskula£ná pseudokruºnica krivky

Oskula£nej pseudokruºnici krivky leºiacej v pseudoeuklidovskej rovine je v tejto

práci venovaná podkapitola 3.1. Opísali sme základné vlastnosti pseudokruºníc,

ktoré sú z poh©adu euklidovskej geometrie rovnoosé hyperboly. Zade�novali sme os-

kula£nú pseudokruºnicu krivky a uviedli jej základné vlastnosti v pseudoeuklidovskej

rovine, pri£om sme poukázali na odli²nosti oproti euklidovkému prípadu, ktoré sú

spôsobené zmenou skalárneho sú£inu. Príklady v podkapitole 3.1 nám umoºnili ilu-

stráciu oskula£nej pseudokruºnice vybraných kriviek.

V predchádzajúcom výskume sme sa zaoberali opisom styku krivky a oskula£nej

kruºnice leºiacej v klasickej euklidovskej rovine, pri£om sme skúmali rád styku týchto

kriviek vo vrchole vy²²ieho rádu. Výsledky dosiahnuté v tomto výskume sú opísané

v podkapitole 1.2. Zistilo sa, ºe £ím má spolo£ný vrchol oskula£nej kruºnice a krivky

vy²²í rád, tým budú tieto krivky k sebe tesnej²ie priloºené v okolí spolo£ného bodu.
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Prechodom k pseudoeuklidovskej geometrii sa euklidovská oskula£ná kruºnica mení

na oskula£nú pseudokruºnicu, £iºe z euklidovského poh©adu sa kruºnica nahradí

rovnoosou hyperbolou. Otvára sa teda otázka, £i rád styku krivky a oskula£nej

pseudokruºnice bude opä´ závisie´ od rádu spolo£ného vrchola. Ke¤ºe styk kriviek

je a�nná vlastnos´, nemení sa pri zmene euklidovskej roviny na pseudoeuklidov-

skú. Predpokladáme teda, ºe rád vrchola aj v tomto prípade ovplyvní rád styku

uvaºovaných kriviek. Na²ím cie©om je podrobne dokáza´ túto vlastnos´ pre krivky a

k nim prislúchajúce oskula£né pseudokruºnice leºiace v pseudoeuklidovskej rovine.

Idea postupu je rovnaká, ako sa uvádza v podkapitole 1.2. V prvom rade si vhodne

parametrizujeme oskula£nú pseudokruºnicu prirodzenou parametrizáciou a následne

vyjadríme derivácie n-tého rádu tejto parametrizácie. Podobne budeme uvaºova´

krivku danú prirodzenou parametrizáciou a po£íta´ n-tú deriváciu tejto parame-

trizácie. Ve©mi uºito£ným nástrojom pri tomto po£ítaní budú Frenetove vzorce

z vety 2.2.5 a funkcie typu Am(k) z de�nície 1.1.16. Následne budeme uvaºova´,

ºe spolo£ným bodom krivky a oskla£nej pseudokruºnice je vrchol vy²²ieho rádu

a pouºitím de�nície 1.1.17 ukáºeme, ako rád spolo£ného vrcholu ovplyvní rád ich

styku.

Evolúta krivky v pseudoeuklidovskej rovine

Evolúte krivky leºiacej v pseudoeuklidovskej rovine je venovaná podkapitola 3.2.

Zaviedla sa jej de�nícia a vo vete 3.2.2 sa ukázalo, ºe body evolúty majú v tejto

rovine podobné vlastnosti ako v euklidovskej rovine. Vizualizáciou evolúty niekto-

rých vybraných kriviek (obrázok 3.5) sa ukázalo, ºe v pseudoeuklidovskej rovine sa

evolúta kruºnice výrazne lí²i od jej evolúty v euklidovskej rovine.

Vieme, ºe vrcholom krivky prislúcha na jej evolúte singulárny bod. Cie©om je skú-

ma´, ako rád vrchola krivky ovplyvní singularitu vznikajúcu na evolúte. Budeme sa

snaºi´ nájs´ súvis medzi rádom vrchola krivky a typom singularity na evolúte.

Pri skúmaní singularít bude na²e úsilie zamerané na preskúmanie konkrétnych prí-
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kladov, na základe ktorých sformulujeme hypotézu hovoriacu o súvise rádu sin-

gularity bodu evolúty krivky a vrcholu krivky. Na základe nej vyslovíme tvrdenie

hovoriace o tomto vz´ahu, ktoré sa budeme snaºi´ dokáza´. Opä´ budeme pracova´

s deriváciou evolúty v²eobecného rádu. Ke¤ºe uº jej tretia derivácia sa ukazuje by´

pomerne komplikovaná (pozri (3.11)), pri vyjadrení n-tej derivácie budeme opä´ pra-

cova´ s funkciami typu Am(k). Samozrejmos´ou je pouºívanie Frenetových vzorcov.

Z vizualizácie evolút (obrázok 3.5) sa vynárajú ¤al²ie hypotézy o evolútach. Pre

nesvetelné body krivky nie je evolúta de�novaná, lebo v nich nie je de�novaná

krivos´. Pod©a obrázku 3.5 by sa dalo o£akáva´, ºe prejdúc k limite pre parameter

blíºiaci sa k hodnote parametra svetelného bodu sa dá chýbajúci bod evolúty dode�-

nova´ tak, aby vznikla regulárna krivka. Okrem toho sa z vizualizácie dá usúdi´ aj

to, ºe evolúta uzavretej krivky leºí vºdy vo vonkaj²ej oblasti vzh©adom na pôvodnú

krivku. �al²ím z cie©ov bude presnej²ia formulácia a dôkaz tvrdení hovoriacich o

týchto vlastnostiach evolúty.

Evolventa, rovnobeºné krivky a pedálne krivky v pseu-

doeuklidovskej rovine

Kon²trukcie evolvent, rovnobeºných a pedálnych kriviek patria medzi metrické

kon²trukcie. Tieto krivky a ich vlastnosti sú relatívne podrobne opísané v eukli-

dovskej rovine. Rovnako ako na evolúte, aj na týchto krivkách vznikajú v euklidov-

skej rovine singulárne body. Ich de�nícii a opisu singularít na nich vznikajúcich sú

venované podkapitoly 1.3.2, 1.3.3 a 1.3.4.

Evolventám, rovnobeºným ani pedálnym krivkám sme sa v doteraj²om výskume

nevenovali. Na²ím cie©om je zavies´ ich de�nície a vyslovi´ tvrdenia o singularitách na

nich vznikajúcich v pseudoeuklidovskej rovine. Tieto tvrdenia budú pravdepodobne

ve©mi podobné tým, ktoré platia v euklidovskom prípade. Následne sa budeme ve-

nova´ klasi�kácii singularít týchto kriviek, ktoré v prípade evolventy prislúchajú vr-
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cholom rôzneho rádu na krivke a v prípade pedálnej krivky in�exným bodom rôzneho

rádu. V prípade rovnobeºných kriviek budeme skúma´ singularity pre situáciu, ke¤

je odpovedajúci bod pôvodnej krivky vrcholom ©ubovo©ného rádu.

Singularity vznikajúce na rovnobeºných krivkách v euklidovskej geometrii boli spra-

cované v diplomovej práci [MAK11]. Singularitami na pedálnych krivkách v eukli-

dovskom prípade sa venuje pripravovaná diplomová práca [FOL12].

Vizualizácia dosiahnutých výsledkov

Sú£as´ou na²ej budúcej práce bude aj vypracovanie vizualiza£ných nástrojov, ktoré

budú slúºi´ na priblíºenie výsledkov dosiahnutých po£as ná²ho výskumu. Tieto vý-

sledky priblíºime nielen formou obrázkov, ale aj animácií. Tie môºu podpori´ tvorbu

nových hypotéz o vlastnostiach skúmaných metrických kon²trukcií kriviek a singu-

larít na nich vznikajúcich.
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