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Abstrakt

BAKUROVA, Viktoéria. Diferencialna geometria kriviek v pseudoeuklidovskej rovine
[pisomna préaca k dizerta¢nej skaske|. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky; Katedra algebry, geometrie a didaktiky matema-
tiky. Bratislava: FMFI UK, 2012.

Pseudoeuklidovska rovina a sktimanie kriviek v nej leziacich je v sucasnej diferen-
cidlnej geometrii Coraz aktuélnejsia téma. Zékladny rozdiel medzi klasickou euk-
lidovskou a pseudoeuklidovskou geometriou spociva v zmene skaldrneho sucinu.
Pojmy naviazané na skalarny stucin vektorov sa preto v tejto rovine podstatnym spo-
sobom menia. Odli$né vlastnosti pseudoeuklidovskej roviny spdsobuji, Ze sa menia
aj vlastnosti kriviek v nej leziacich. Sta¢i spomenit najdolezitejsie z nich - Frenetove
vzorce, krivost krivky, oskula¢na pseudokruznica. Vsetky tieto pojmy st metrického
charakteru.

Pisomné& préaca k dizertacnej skuske poskytuje zakladny prehlad diferencialnej geo-
metrie kriviek leziacich v euklidovskej rovine. Nasledne sa zaobera geometriou dife-
rencovatelnych kriviek leziacich v pseudoeuklidovskej rovine. Pripravuje aparat na
dokladnejsie skimanie vlastnosti kriviek leziacich v nej a poukazuje na podobnosti
a odlisnosti pojmov a vlastnosti kriviek zndmych z euklidovskej roviny po prechode
k pseudoeuklidovskej. Podrobnejsie sa venuje oskulacnej pseudokruznici a evolitam
kriviek.

V zavere prace sa navrhuju ciele dalgieho vyskumu. Tie st zamerané predovsetkym
na sktimanie kriviek, ktoré vznikaji metrickymi konstrukciami. Cielom je podrob-

nejSie sa venovat singularitam, ktoré na tychto krivkach vznikaja.

Klacové slova: pseudoeuklidovska rovina, prirodzena parametrizacia krivky, krivost,

pseudokruznica, oskula¢né pseudokruznica, evoliata
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Uvod

Pseudoeuklidovsky priestor a vlastnosti kriviek v nhom leziacich je v diferencidlnej
geometrii coraz aktualnejsia téma. Tejto problematike je venovanych stale viac pub-
likacii. Kazda z nich k nej pristupuje inak a zameriava sa na ind vybrania vlastnost
kriviek. Diferencidlnou geometriou priestorovych kriviek leziacich vo 4-rozmernom
pseudoeuklidovskom priestore sa zaobera [YT08]. V publikacii [BIN10] sa autor za-

meriava na geometriu pseudoeuklidovskej roviny.

Niekolko prac sa venuje sttdiu kriviek leziacich v pseudoeuklidovskej rovine. Clanok
[IKA03| poskytuje zovseobecnenie Euler-Savaryho formuly na pseudoeuklidovski
geometriu. Z nej vychadza praca [BZE10] zaoberajuca sa studiom tejto formuly vo
svetelnom kuzeli. Prace [ABS00| a [KL09| sa venuju zovSeobecneniu tzv. racional-
nych Pytagorovskych hodografov krivky na pseudoeuklidovskii geometriu. Tejto
problematike sa venuje aj |[KJ|, kde sa porovnavaju geometrické vlastnosti tychto kri-
viek s ich vlastnostami v klasickej euklidovskej geometrii. Aj ked vSetky spomenuté
publikacie pracuju s krivkami leziacimi v pseudoeuklidovskom priestore, resp. rovine,
vacSina z nich poskytuje len velmi stru¢ny prehlad pojmov a néstrojov suvisiacich

s krivkami.

Vychadzajuc z tychto prac budujeme komplexnt a podrobnii teériu geometrie pseu-
doeuklidovskej roviny, ako aj kriviek v nej leziacich. V tejto praci poskytujeme nielen
teoreticky prehlad najdolezitejSich pojmov stuvisiacich s rovinnou krivkou leziacou
v pseudoeuklidovskej rovine, ale aj ich porovnanie s vlastnostami krivky leziacej

v euklidovskej rovine. Specidlnu pozornost venujeme oskula¢nej pseudokruznici a



evolute krivky v pseudoeuklidovskej rovine, ¢im nadviizujeme na pracu [ST11].

Praca je rozdelend na Styri kapitoly. Prva je venovana diferenciilnej geometrii kri-
viek v euklidovskej rovine. V tejto kapitole najdeme zhrnutie zakladnych vlastnosti
kriviek leziacich v klasickej euklidovskej rovine, ktoré sltizia na porovnanie a odhale-
nie zmien, ktoré nastavaju prechodom k pseudoeuklidovskej rovine. V tejto kapitole
sa nachidza aj zhrnutie vybranych metrickych konstrukcii kriviek v euklidovskej
rovine, pricom tato ¢ast nam sluzi ako vychodisko a motivacia pri definovani cielov
dizertacnej prace.

Druha a tretia kapitola prace st venované geometrii diferencovatelnych kriviek v
pseudoeuklidovskej rovine. Opisuji sa zdkladné vlastnosti tejto roviny, ako aj kri-
viek v nej leziacich a porovnavaju sa s euklidovskym pripadom. Speciéﬂna pozornost
sa venuje oskulac¢nej pseudokruznici a evolitam a opisu ich zakladnych vlastnosti.
Posledna kapitola poskytuje zhrnutie cielov budiceho vyskumu, ako aj metody,

ktoré by sa pri tomto vyskume mali pouzit.



Kapitola 1

Diferencialna geometria kriviek v

euklidovskej rovine

1.1 Prehl'ad potrebnych vlastnosi kriviek v eukli-
dovskej rovine

Tato kapitola poskytuje prehl'ad zakladnych vlastnosti kriviek leziacich v euklidov-
skej rovine. Predpokladame, Ze ¢itatel ovlada zakladnu teoriu tykajucu sa rovinnych
kriviek a je oboznameny so zakladnymi pojmami, ktoré s nimi sivisia. Preto v tejto
kapitole uvedemie iba ich zhrnutie a vyslovime tvrdenia, ktoré budia v préaci dalej
pouzivané. Vsetky dokazy, odvodenia a dalsie vysvetlenia najde citatel v litera-
tare zaoberajicej sa rovinnymi krivkami, napr. [GIB01], [BOOT7|, [JE09]|, [SCH10],
[BCPO3].

V diferencidlnej geometrii a v pocitacovej grafike sa krivky najcastejSie zadavaju

parametricky prostrednictvom bodovej funkcie jednej premenne;j.

Definicia 1.1.1 (Bodova funkcia jednej premennej v rovine a jej derivacia):

Bodovd funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie P : I — E2, kde I C R je
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interval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kazZdému redlnemu cislu z intervalu I pri-
radi bod v rovine. Klasicky zdpis bodovej funkcie jednej premennej je P = P (t),
kde t € I nazgvame parametrom bodu P (t). V sidradniciach vyzerd tento zapis
nasledovne: P(t) = (z(t),y(t)), t € I. V tomto vyjadreni nazjvame vysledné
funkcie x,y : I — R sturadnicami zobrazenia P. Pod deriwdciou bodovej funkcie

P(t)=(x(t),y(t)) v bode ty € I rozumieme vektor P’ (ty) = (' (to), vy (to)) -

Definicia 1.1.2 (Vektorova funkcia jednej premenne;j):
Vektorovd funkcia jednej premennej v rovine je zobrazenie u : I — E?, kde I C R je
winterval. Ide teda o také zobrazenie, ktoré kaZdému redlnemu ¢islu z intervalu I pri-
radi vektor v rovine. Klasickyj zdpis vektorovej funkcie jednej premennej je u = u (t),
kde t € 1. V suradniciach vyzerd tento zdpis nasledovne: u(t) = (z (t),y (1)),
tel. V tomto vyjadreni nazyjvame vysledné funkcie x,y : I — R sdradnicami

zobrazenia u.

Poznamka: Prva, ako aj vSetky vyssie derivacie bodovej funkcie jednej premen-
nej su vektorové funkcie jednej premennej. VSetky derivacie vektorovej funkcie st

vektorové funkcie.

Definicia 1.1.3 (Parametrické vyjadrenie krivky v rovine):
Pod parametrickym vyjadrenim krivky v rovine rozumieme bodovi funkciu jednej
premennej P : I — K2, kde I C R, pricom poZadujeme hladkost a requldrnost tejto
funkcie. Pod hladkostou zobrazenia P (t) = (x(t),y(t)) rozumieme skutocnost, Ze
v kaZdom parametri t maju vysledné komponenty x a y derivdcie vsetkyjch radov.

Reguldrnost zobrazenia znamend, Ze pre lubovolné t € I je P'(t) # 0.

Poznamka: Kvoli prirodzenejsSiemu vyjadrovaniu budeme ¢asto namiesto "krivka

urc¢ena parametrizaciou P" jednoducho hovorit o "krivke P".

Krivka svojou parametrizaciou nie je ur¢ena jednoznacne, rozne parametrizacie mozu
urcovat ta istd krivku. Nasledujica definicia hovori o tom, ako parametriziciu

zmenit:
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Definicia 1.1.4 (Zmena parametrizacie krivky):
Nech je dand krivka P (t), t € 1. Nech J je nejaky interval a na nej nech je defi-
nované zobrazenie ¢ : J — R také, Ze t = p(u). Od zobrazenia ¢ poZadujeme
hladkost, reguldrnost a surjektivnost, pricom pod surjektivnostou tohto zobrazenia
rozumieme to, Ze interval J sa zobrazuje na interval I. Novd parametrizdcia Q) (u)
krivky P (t) bude také parametrické vyjadrenie tejto krivky, pre ktoré bude platit:

Q(u) = P(p(u), ue J. Zmenu parametrizicie krivky nazgvame reparametrizdcia.

Poznamka: Kazda krivka ma nekonec¢ne vela parametrizacii. Dve krivky budeme
nazyvat parametricky ekvivalentnymi, ak jedna krivka vznikla z druhej krivky re-

parametrizaciou.

Poznamka: Body krivky s parametrizaciou P (t), pre ktoré P’ (t) = 0, nazyvame
singularne body krivky, ostatné body st regularne. Obmedzime sa iba na izolované
singuldrne body, teda také body P(ty), ze P’ (to) = 0 a P’'(t) # 0 v nejakom okoli
¢isla tg. Rozlisujeme viacero typov singularnych bodov. O nich hovoria nasledujice

definicie.

Definicia 1.1.5:
Poldotycnica sprava krivky P(t), t € I v bode P(ty) je polpriamka P(to)x(to), kde

P~ P
Xi(fo) = tLtSr |P(t) — P(to)|

Analogicky sa definuje poldotycnica zlava P(to)x_(to).

Definicia 1.1.6:

Singuldrny bod krivky, v ktorom ezistuje poldotycnica zlava i sprava, sa nazjva
e bod zlomu, ak poldotycnice nelezia na jednej priamke
e bod vratu, ak poldotycnice splyvaji

e nepodstatne singuldrny bod alebo tieZ odstranitelny singuldrny bod, ak si poldo-

lycnice navzdajom opacné polpriamky.
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Dotycénica v bode vratu resp. v nepodstatne singuldrnom bode je priamka, na ktorej
leZia obe poldotycnice. Bod vratu rovinnej krivky sa nazyva bodom vratu prvého druhu
resp. druhého druhu, ak krivka prechddza z jednej strany dotycnice na druhid resp.

lokdlne leZi na jednej strane od dotycnice.

Veta 1.1.1:
Nech P’ (ty) = 0 a k > 1 je najmensie také prirodzené cislo, Ze P (t,) # 0. Potom

plati:

o Ak je k nepdrne, tak P(ly) je nepodstatne singuldrny bod a dotyénica v fiom je

urcend vektorom P™(t,).

o Ak je k pdrne, tak P(ty) je bod vratu a dotycnica v fiom je uréend vektorom

PR ().

e Nech je krivka rovinnd a k je pdrne. Nech | je najmensie také prirodzené cislo,
ze vektory PW(ty) a PW(ty) st linedrne nezdvislé. Potom P(ty) je bod vratu

prvého druhu pre | nepdrne a bod vratu druhého druhu pre | pdrne.

Definicia 1.1.7 (Inflexny bod):
Bod P(t) krivky sa nazjva inflexny bod, ak vektory P'(t) a P"(t) su linedrne zdvislé.

Bod, ktory nie je inflexny je neinflexnym bodom krivky.

Definicia 1.1.8 (Doty¢nica a norméla krivky):
Magjme dani krivku P(t),t € I a nech ty € I.
Dotyénica krivky v reguldrnom bode P(to) je priamka uréend bodom P(to) a vektorom
P'(tg). Vektor P'(ty) sa nazyva dotykovy vektor krivky.
Normdla krivky v reguldrnom bode P(ty) je priamka uréend bodom P(to) a vektorom
kolmgm na dotycnicu v tomto bode, ktory vznikol otocenim dotykového vektora P'(to)

0o +90°. Tento vektor nazyvame normdlovy vektor krivky.

Veta 1.1.2 (Vektor doty¢nice a normaly krivky [BOO07]):
Na dotycnici a normdle krivky v jej neinflexnom bode leZia jednotkové wvektory

t a n, ktoré vznikaji ortonormalizdciou vektorov P a P":
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/

t=—,n=1t%
’Pl‘ 2 K
kde vektor L t vznikne z vektora t otocenim o +90°. Nazjvaju sa vektor dotycnice

a normdly krivky.
Poznamka: Ortonormalne vektory t a n tvoria Frenetov repér krivky v rovine.

Definicia 1.1.9 (Prirodzen4 parametrizacia krivky [JE09]):
Krivka je dand prirodzenou parametrizdciou prdve vtedy, ak pre lubovolné t plati, Ze
|P’(t)| = 1.
Kazdi requldrnu parametrizdciu krivky P(t) moZno vhodnou substiticiou t = ¢(s)
zmenit na prirodzend parametriziciu Q(s). Pritom moéZeme dosiahnut, Ze pre do-

predu zvolené hodnoty parametrov ty a so plati Q(so) = P(to).

Veta 1.1.3 (|[BO07)):

Zikladné vlastnosti prirodzenej parametrizdacie su:
1. |P'(s)|=1

2. P"(s) L P’ (s)

9. t(s) —P' (s), n(s) = sandet(P, P -3
' ’ CP(s)]

Definicia 1.1.10 (Krivost krivky danej parametricky [BO07]):
Krivost rovinnej krivky k(t) v bode krivky P(t) je definovand ako c¢islo

det (P'(t), P"(t))
R TOTE

Poznamka: V literattre sa Casto v stvislosti s krivostou stretdvame s pojmom
orientovand a neorientovana krivost krivky. Krivost zavedend v predchadzajuicej
definicii je orientovana krivost krivky. Neorientovana krivost krivky je absoliutna
hodnota z orientovanej krivosti, nadobtida iba nezaporné hodnoty. My budeme dalej

pod krivostou rozumiet orientovant krivost krivky.
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Veta 1.1.4 (Krivost krivky danej prirodzenou parametrizaciou, [BO07]):

Krivost rovinnej krivky k(s) v bode krivky P(s) danou prirodzenou parametrizdiciou

je definovand ako c¢islo k (s) = sgndet (P'(t), P"(t)) |P" (s) |

Veta 1.1.5 (Frenetove vzorce, [SCH10]):

Pre rovinni krivku danid prirodzenou parametrizdaciou plati

t' (s) =k (s)n(s) (1.1)
n' (s) = —k(s)t(s) (1.2)
—im, I7). V bodoch

Priklad 1: Uvazujme kruznicu P(t) = (r cost,rsint), t € (
kruznice mame t, n a k vyjadrené nasledovne:
t = (—sint, cost)

n = (—cost,—sint)
1

A——
,

(acost,bsint), t € (0,27). Oznacme vyraz

Priklad 2: Uvazujme elipsu P(t)
a’sin®t + b? cos®t ako g(t). Pre elipsu mame t, n a k vyjadrené nasledovne:

( asint bcost)

1

g(t)z " g(t)?
( bcost asint)
n=|— ,— T

g(t): " g(t)?
k = abiﬁ
g(t)z
;_;7t)7 t e (_OO, OO) Plati
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Definicia 1.1.11 (Oskula¢na kruznica rovinnej krivky, [BO0S8]):
Oskulacnou kruznicou krivky v neinflexnom bode P (t) nazgvame kruznicu so stredom

v bode S(t) a s polomerom |r (t) |, kde r (t) je polomer krivosti v bode P (t) dany ako

1
0= 50
a S (t) je stred krivosti vyjadreny vztahom
S(t)=P(t)+r(t)n(t). (1.3)

Poznamka: 7 vyjadrenia stredu oskulac¢nej kruznice vyplyva, Ze tento bod lezi

na norméle krivky v danom bode.

Poznamka: Je treba si uvedomit, Ze inflexny bod okrem jeho definicie charakteri-
zuje aj podmienka k(t) # 0. Preto o oskulacnej kruznici hovorime iba v neinflexnom

bode.

Poznamka (|GIBO01]): D4 sa ukazat, ze stred oskula¢nej kruznice vieme v stirad-

niciach vyjadrit nasldovne:

) RURTIORY
=20~ (- wwm) YO -

_ Oy E Y
=10+ (St =) 7O -

Definicia 1.1.12 (Vrchol krivky [GIBO01]):

Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a nech k (t) je jej krivost. Vrcholom krivky
nazgvame taky bod P (to), to € I, v ktorom md krivost krivky staciondrny bod, teda
k' (to) = 0. Vo vSeobecnosti je teda vrcholom krivky taky bod, v ktorom md krivost

lokdlny extrém.

Definicia 1.1.13 (Oby¢ajny vrchol krivky [GIBO1]):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a bod P (ty), to € I je jej vrchol. Vr-

chol P (ty) sa nazgva obycajny vrchol rovinnej krivky, ak pre krivost krivky plati:
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0,57

Obr. 1.1: Oskula¢né kruznica krivky

K (to) = 0 ak” (to) # 0. Obycajny vrchol krivky budeme nazgvat tiez vrcholom prvého

radu.
Poznamka: Body krivky, ktoré nie st vrcholmi, nazyvame vseobecné body krivky.

Definicia 1.1.14 (Vrchol vyssieho radu [GIBO1]):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a nech P (ty), to € I je jej vrchol taky,
Ze k' (to) = 0,..., k" (t) = 0, n > 1. Potom vrchol P (ty) nazjvame vrchol aspori
n-teho rddu krivky P (t).
Hovorime, Ze krivka md v bode P (ty), to € I vrchol radu prdve n prdve vtedy, ak
pre derivdcie krivosti tejto krivky plati: k' (t) = 0, ..., k™ (to) = O AETTD (t5) #£ 0,

n>1.

Definicia 1.1.15 ([BAK10]):
Majme dani funkciv ¢ : R™ — R, m > 1, diferencovatelni a taki, Ze spliia
podmienku: ¢ (x00,...,0) = 0 pre vsetky zo € R. Oznaéme A,, mnoZinu vsetkyjch

funkcit, ktoré maji tieto vlastnosti, teda:

Am = {¢:R™ S R, p je hladkd a ¢ (00, ...,0) =0 pre vietky xo € R}, m > 1
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Priklad 4: Majme dana funkciu ¢ : R* — R predpisom ¢(z,y) = zy. Tato
funkcia je diferencovatelna a plati, ze ¢(z,0) = z0 = z pre v8etky = € R, preto

patri do mnoziny Aj.

Definicia 1.1.16 (|[BAK10]):
Nech k : I — R je hladkd funkcia a nech kW (s), ..., k™ (s),s € I si jej derivdcie,
m > 1. Potom mnoZinu wvietkych zloZenych funkcit F(s) takijch, Ze
F(s) = ¢ (k(s), kW (s),....k™ (s)),s € I, p € Ap,m > 1 budeme oznacovat
A, (k). Plati:

Ap (k) ={F (s) = ¢ (k(s), kW (s),....kM (s)),s EIAp € Ay}, m>1
O funkcii z mnoziny A,, (k) budeme tiez hovorit, Ze je funkciou typu A, (k).

Priklad 5: Nech k£ : R — R je hladka funkcia. Uvazujme funkciu ¢ z prikladu 4.
Potom zloZena funkcia F(s) = p(k(s), kM (s)) = k(s)k™M (s) je funkciou typu A, (k).

Poznamka: Pre dant hladka funkciu k(s) je funkcia F(s) funkciou typu A,, (k)
préave vtedy, ked existuje také funkcia ¢ z A,,, ze F(s) = o(k(s), ..., k™ (s)). Funkciu
©(k(s), ..., k'™ (s)) budeme v dalsom texte skratene zapisovat bez premennej s, teda
o(k,..., k™). Vetky funkcie z mnoziny A,,(k) maju rovnaky definiény obor, ako

funkcia k.

Poznamka: Dovod, pre¢o uvadzame mnozinu funkcii A,, (k) je ten, Ze v nie-
ktorych vypoctoch v dalsej ¢asti prace sa stretneme prave s funkciami z tejto
mnoziny, ktoré obsahuju rozne kombinacie krivosti krivky (hladkej funkcie) a jej
derivacii, pricom nie vzdy je dolezity presny tvar tychto funkcii. Staci vediet, de-
rivacie ktorého najvyssieho radu obsahujia. Tento néastroj bude hrat velmi délezita

plohu pri napliiani cielov dizertacnej prace.

Veta 1.1.6 (Pravidla pre pocitanie s funkciami typu A, (k), [BAK10]):
Nech m, n si prirodzené ¢isla a nech a (k,... k™) € A, (k), b (k,... k™) € A, (k),
c € R. Potom:
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1. ka(k,...k"™) € A, (k)

2. k™a (k,... k™) € A (k), kde | = max {m,n}

3. a(k,...k™) +b(k,...k"™) € A (k), kde | = max {m,n}
4. ca(k,...k™) € A, (k)

5. (a(k,...k0)) € A ()

Doékaz. Pri dokaze prvych Styroch tvrdeni si sta¢i uvedomit, akd vlastnost mé funk-

cia a (k:, . k(m)) € A, (k) a ako sa tato funkcia zmeni pri operaciach naznacenych
vo vete.
Posledné tvrdenie dokadzeme podrobnejsie. Je treba si uvedomit, ze a (k;, cee k:(m))

je zlozena funkcia a (k,..., k™) (s) = a (k(s),...,k™) (s), kde a(zo,...,zm) je
funkcia z mnoziny A,,. Derivujeme ju podla pravidiel o derivécii zlozenej funkcie.

Plati teda:

(a (k... kW) = 2opV) 4 Do f@ 4. Do plmid) — g (| kD) kD)

OTm
. . L. . . L, ro. . .
Z tvaru vyslednej derivicie je jasné, zZe (a (k:, ey k(m))) je zlozena funkcia
X M __ Oa Oda Oda - oot
s vonkajsou zlozkou 9 (xg, ..., Tmy1) = Sec L1t @2+ G =Ty @S vidtornymi

Zlozkami 29 = k,z; = kW, ... 2, = K™D, Podmienka v (20,0, ...,0)) = 0 pre
vSetky zo € R je zrejme splnend, preto ¢ € A,,.1, ¢ize a (k:, cee k(m)/ € A (k).

Tym je veta dokézana. O

Definicia 1.1.17 (Styk kriviek, [BOO0T7]):
Nech Py(s) a Py(s) su rovinné krivky vyjadrené v prirodzenej parametrizdcii. Potom
hovorime, Ze krivky Pi(s) a Py(s) maji v spoloénom bode Pi(s1) = Pa(sq) styk rdadu
aspon k, ak plati:
PP(s)) = P(sy) Vi=0,... .,k

Krivky Pi(s) a Py(s) maji v spolocnom bode Py(s1) = Py(s2) styk rdadu prdve k, ak
plati:
P(s1) = Py)(s2) Wi=0,....k A PV (s1) # P (sy)
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1.2 Styk krivky a oskulac¢nej kruzZnice vo vrchole
vysSieho radu

1.2.1 Prirodzena parametrizicia krivky a oskula¢nej kruznice
a ich derivacie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat rddom styku oskula¢nej kruznice a krivky v

spolo¢nom vrchole, ak bude tento vrchol vyssieho radu.

V celej podkapitole budeme predpokladat, Ze krivka je dané prirodzenou parametrizé-
ciou Py (s). Aby sme mohli na zistenie radu styku krivky a oskula¢nej kruznice pouzit
priamo definiciu hovoriacu o styku dvoch kriviek, potrebujeme aj oskula¢ni kruznicu
krivky vyjadrit v prirodzenej parametrizacii. Pretoze prirodzena parametrizacia
krivky nie je ur¢end jednozna¢ne, pouzijeme taki, ktord ndm naSe dalSie vypocty

podstatne zjednodusi.

Veta 1.2.1 (Prirodzena parametrizacia oskula¢nej kruznice krivky, [BAK11b|):
Nech Pi(s) je krivka dand prirodzenou parametrizaciou. Potom oskulacni kruznicu

dani k tejto krivke v bode Pi(so) vieme v prirodzenej parametrizdcii vyjadrit takto:

Py(s) = S(so) — (7“0 cos i) n(so) + (ro sin i) t(s0),

To To

kde S(so) = Pi(so) + @ng je stred oskulacnej kruznice, ro = @ je jej polomer,
t(so) je jednotkovy dotykovy vektor krivky Py(s) v bode Pi(so) a n(sy) je jednotkouvs
normdlovy wvektor krivky Pi(s) v bode Pi(sg). Spolocny bod oboch kriviek je

Pl(S()) = PQ(O)

Doékaz. Majme danu krivku a k nej zostrojent oskula¢ni kruznicu v bode P;(sg).
Majme v tomto bode dany jednotkovy dotykovy vektor krivky t(sq) a jednotkovy
normélovy vektor krivky n(sy). Uvazujme siradnicovii siistavu umiestnent do stredu
oskulac¢nej kruznice tak, Ze jej siradnicové osi budu na seba kolmé a druhé z nich

bude prechadzat spoloénym bodom krivky a kruZnice, ¢iZze bodom
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P (s9) = P»(0). KedZe o strede oskula¢nej kruznice vieme, Ze lezi na normaéle krivky
v spolo¢nom bode, je jasné, Ze prvy suradnicovy vektor zvolenej stradnicovej si-
stavy je vektor —n(sg). Z toho vyplyva, ze druhy stiradnicovy vektor uvazovanej
ststavy suradnic je t(sg) a teda osklulaéni kruZnicu vieme pomocou prirodzene;

parametrizacie napisat ako P(s) = S(sg) — (ro Ccos %) n(sg) + (ro sin %) t(sg). O

\ /%D
.

/'/
/,

N

Obr. 1.2: Parametrizacia oskulac¢nej kruznice vo zvolenej stiradnicovej stustave

Poznamka: Kvoli prehladnosti zapisov v nasledujicom texte budeme parameter
s zo zapisov vynechavat a ak budeme uvazovat o parametri sg, pouzijeme miesto
neho jednoducho index 0, napriklad miesto P(sg) budeme pisat Fy, miesto n(sp)

napiSeme ng, a pod.

7 definicie styku dvoch kriviek vidime, 7e rad styku zavisi od derivacii vyssich radov
oboch kriviek. Pretoze budeme pracovat s tymito derivaciami, nasledujice vety budu
hovorit o tom, ako vyzeraju derivacie radu n krivky P, a oskula¢nej kruznice P,

danych prirodzenou parametriziciou.

Veta 1.2.2 (Derivacie n-tého radu prirodzenej parametrizacie oskula¢nej kruznice,
[BAK11b]):
Nech Py(s) =Sy — (ro cos %) ny + (ro sin %) to je oskulacnd kruznica ku krivke Py
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vyjadrend v prirodzenej parametrizdcii, kde Sy je jej stred, ro je jej polomer, ty a ng
st jednotkovy dotykovy a normdlovy vektor krivky Py v ich spolocnom bode. Potom

pre derivdcie n-tého rdadu prirodzenej parametrizdcie tejlo krivky plati:

1. ak n je nepdrne, tak

n nt3 1 S n-1 t S
P{(s) = (=1)"2° —Lsin— + (—1)"7 —2-cos—, n>1
0 o 0 o
2. ak n je pdrne, tak
n n n S n t .S
PV (s) = (—1)5+! nfl cos — + (—1)2 nﬂl sin—, n>2
Dokaz. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.
1. Ukdzeme, 7Ze veta plati pre n = 1 a n = 2. Pre parametrické vyjadrenie

oskula¢nej kruznice plati: Py(s) = Sy — (ro cOs %) ng + (ro sin %) to. Derivo-

vanim tohto vztahu dostavame:

(1) o5\ 1 s\ 1 .S S
P,7(s) = —rg | —sin— | —ng + 7o | cos — | —tg = ngsin — + tycos —
To/ To To/ To T'o To
Vztah pre n = 1 naozaj plati. Naslednym derivovanim ukadzeme platnost aj
pre n = 2.

S 1 S 1 n S t s
P2(2)(s) =1, (cos —) — +tg (—Sin—) — =Lcos— — Zsin—
To/) To To/) To To To To To

2. Nech plati vztah pre vypocet derivacie n — 1-ého radu prirodzenej parametri-
zacie oskulacnej kruznice, ak n — 1 je neparne. Ukdzeme, Ze potom plati aj
vztah na vypocet n-tej derivacie parneho radu.

Vyjadrenim derivacie n — 1-ého rddu pre n — 1 neparne a naslednym derivo-

vanim dostavame:

n— nt2 1L n—2 t
Pz( 1)(s) = (—1) 3 82 sin +(—1) o 0_2 cos —
Tg To g To



Styk krivky a oskulacnej kruznice vo vrchole vyssieho radu

. . 1 wo t _ 1
P )(s) = (—1)%2 232 (cos i) —+ (—1)TQT 22 (— sin i) —

L) To
= (-1E

n
0
s n t .S
nfl (cos —> +(—=1)2 nfl (sm —) , n>2

Tym je vztah pre n parne dokdzany.

3. Vztah pre vypocet derivacie neparneho radu prirodzenej parametrizacie osku-

lacnej kruznice sa ukédze podobne ako pre n parne. O

Veta 1.2.3 (|[BAK11b|):

Magme dani krivku Py vyjadrenid v prirodzenej parametrizdacii. Potom pre prvé styri

derivdcie tejto krivky plati:

1. PV =

2. P® = kn

3. P¥ = kWn — k2t

4o P =n (k@ — k%) +t (—3kkD)
Dokaz. Kedze krivku P, mame vyjadrent prirodzenou parametrizaciou, je jasné, ze
pre jej prvi a druha derivaciu plati: Pl(l) =ta P1(2) = kn. Na zaklade toho ukidzeme,

7e vztah plati pre n = 3 a pre n = 4.

Priamym derivovanim druhej derivacie danej krivky dostavame:
P = kWn — k%
Dalsfm derivovanim dostévame:
PY = k®n 4+ kW (—kt) — k2(kt) — 2kkWt
=n (k% — k) + t (—3kk)
O

Veta 1.2.4 (Derivacie n-tého radu krivky danej prirodzenou parametrizaciou,

[BAK11b]):
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Magme dani krivku Py vyjadreni v prirodzenej parametrizdcii. Potom pre derivdcie

n-tého radu tejto krivky plati:

1. ak n je nepdrne, tak

P" =n (k"2 4 a,(k,... k"))

n+3

t ((—1)Tk”*1 bk, k<"*3>)> n>5

+

2. ak n je pdrne, tak

P =n (=12 + 7 4 a, (k... k")

+t (ba(k,... . k")) ;0> 6

kde k je krivost krivky a a,(k, ..., k™) ab,(k, ..., k") s funkciu typu A,_4(k)
resp. A,_3(k).

Dokaz. Vetu dokdZeme matematickou indukciou.

1. Vztah z vety 1.2.3 pre vypocet stvrtej derivacie krivky vieme pomocou funkcie

typu A,,(k) napisat nasledovne:
PP =n (k® = k) 4t (ba(k, k1)) kde by(k, kD) = —3kkD
Derivovanim tohto vztahu a aplikovanim vety 1.1.6 dostavame:

P1(5) —n (k:(?’) + as(k, k;(l)))

+t (K + bs(k, KD, kD))

kde as(k, kW) = —3k2kW + kby(k, kM) a bs(k, kW, k@) = —kk® + by(k, kD).
Tym je vztah pre n = 5 dokazany.

Dal§im derivovanim a opdtovnym pouzitim Frenetovych vzorcov a vety 1.1.6
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dostaneme pravidlo pre vypocet Siestej derivacie:

PO =n (K + k@ + ag(k, kO, k@)

+t (bs(k, kD, kP EB)))

kde  ag(k, kM, k@) = as(k, kWY + kbs(k, kM E®)  a
be(k, kM k@ kO = —kk®) — kas(k, kW) + 4k3kW 4 bs(k, kD, k@)Y, Ukazali
sme teda, ze prvy krok indukcie plati.

2. Nech plati vztah pre vypocet derivicie n — 1-ého radu krivky, ak n — 1 je
neparne. Ukazeme, Ze potom plati aj vztah na vypocet n-tej derivacie parneho
radu.

Vyjadrenim derivacie n—1-ého rddu pre n—1 nepéarne a naslednym derivovanim

dostavame:

PO = (k) 4 a, oy (k,. .. KY))
1 ((—1)"7“/#—2 Y bk, .., k("‘4))>

+

P = (—kt) (k") 4+ a,_1(k, ..., k"))
+n (k"2 +a, (k... k"))

+ kn ((—1)"7”1@”—2 NN k(”‘4))>

tt ((—1)"32 (n— 2)k" kD 4 b (k... k:<"—4>)')

=n(k"? +a, 1 (k, ..., k")
(1) T kK2 kb (k.. KDY
+t(—kE" 4 (=K)ap_1(k, ... k")

+(=1)" (0 — 2k kD 4 by (K, . KO
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Pouzitim vztahov pre pocitanie s funkciami typu A,,(k) z vety 1.1.6, vyjadrenie

n-tej derivacie bude mat nasledovny tvar:

P =n (1)K + K7D (k.. ED))

+t (bu(k,..., k")) ,n > 6,

kde an(kv ] k(n74)> = an—l(kv AR k(n74)>/ + kbn—l(ky ey k(n74)) a
n+2

bu(k, ... k) = —kk=3) 4 (—k)a,_1(k, ..., k")) (=1)"5 (n—2)k" 3k 4
bu_1(k,..., k"=9) . Tym je vzfah pre n parne dokazany.

3. Vztah pre vypocet n-tej derivacie parneho raddu sa ukéze podobne ako pre n

neparne.
O

Vety hovoriace o vyjadreni derivacie n-tého radu krivky a oskula¢nej kruznice nam

v dalgich ¢astiach prace vyrazne pomozu a ulahéia pracu.

1.2.2 Styk krivky a oskula¢nej kruznice vo vSeobecnom bode

a v obycajnom vrchole

V tejto kapitole vyslovime a dokdZeme tvrdenia hovoriace o rade styku oskulac¢nej
kruznice a krivky v spolo¢nom bode, ktory je vSeobecnym bodom alebo obyc¢ajnym
vrcholom krivky. Nésledne na zaklade dokazanych tvdeni vyslovime hypotézu, ktora

budeme neskor overovat.

Ked7ze pri préci so stykom dvoch kriviek skimame styk v nejakom spolo¢nom bode
tychto kriviek, teda v bode Pi(sg) = P»(0), pre jednoduchost dalsich vypoctov
polozime parameter sy = 0. Substiticiou s = u — sy vieme potom dalSie tvrdenia

zovSeobecnit, platia teda pre Iubovolny parameter sg.

V dokazoch viet o rade styku krivky s oskula¢nou kruznicou budeme vzdy predpo-

kladat, ze krivka je vyjadrena v prirodzenej paramatrizacii P;(s) a ze bod styku
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je bod P;(0). Oskula¢na kruznicu v bode P(0) budeme vyjadrovat prirodzenou

parametrizaciou Py(s) z vety 1.2.1.

Veta 1.2.5 (Styk krivky a oskula¢nej kruznice vo vieobecnom bode,[BAK11b]):
Krivka md s oskulacnou kruznicou v lubovolnom spoloénom bode styk rdadu aspori 2.
Navyse, ak ich spolocny bod je vseobecnym bodom krivky, tak rdd ich styku je prdve

2.

Dokaz. Chceceme ukazat, Ze krivka a oskulac¢né kruznica maju v Tubovolnom spolod¢-
nom bode styk radu aspon 2. To znamené, Ze prvé a druhé derivicie prirodzenych
parametrizacii tychto kriviek sa v spoloénom bode P;(0) = P,(0) rovnaju. Z viet
1.2.3 a 1.2.2 vieme, Ze prva derivacia prirodzenej parametrizacie oskula¢nej kruznice

a krivky vyzeraju nasledovne:
PV =t

1 .S 5
PQ( ) = ngsin — + tgcos —
To To

Dosadenim s = 0 do tychto derivacii dostaneme:
PP (0) = to = 27(0)

Takisto z viet 1.2.3 a 1.2.2 vieme, Ze druhé derivicia prirodzenej parametrizacie

oskulac¢nej kruznice a krivky vyzeraji nasledovne:

(2) _
P” =kn
2 ng S t[) .S
PQ( )= Leos = — Lsin =
To o To To

Dosadenim s = 0 do tychto derivacii dostaneme:

PP (0) = kong

P (0) = 22 = kg
To
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1
pretoze — = k.
To
V Tubovolnom spolo¢nom bode maji teda krivka a oskula¢na kruznica styk radu
aspon 2.
Nech teraz spolo¢ny bod P;(0) = P»(0) je v8eobecnym bodom krivky P;. Porov-

najme tretie derivacie prirodzenych parametrizacii oboch kriviek v tomto bode.

Pre tretiu derivaciu krivky podla vety 1.2.3 plati:
P = kWn — k%
O bode, ktory nie je vrcholom krivky, vieme, ze kél) # 0, preto tretia derivacia

krivky v bode P,(0) je vyjadrens ako P (0) = k{"ng — k2t # —kZto.

Pre tretiu derivéaciu prirodzenej parametrizacie oskulacnej kruznice plati:

3 ng . s to s
P2( ) = —— 8in — — — cos —

Tretia derivicia prirodzenej parametrizacie osklula¢nej kruznice v spolo¢nom bode je

: to . . : L .
teda vyjadrena ako —— = —kato. Teraz je uz jasné, 7e sa tieto derivacie nerovnaju, a
T
0
preto krivka a oskula¢nd kruznica maji vo vseobecnom bode, ktory nie je vrcholom,
styk radu prave 2.

]

Veta 1.2.6 (Styk krivky a oskula¢nej kruznice v oby¢ajnom vrchole, [BAK11b]):
Kriwka a oskulacnd kruznica krivky maji v spoloénom wvrchole styk radu aspon 3.
Navyse, ak ich spolocng bod je obycajngm vrcholom krivky, tak rdd ich styku je prdve
3.

Dékaz. Chceme ukazat, ze krivka a oskula¢na kruznica maji v spolo¢nom vrchole
styk radu aspon 3. To znamend, Ze derivicie prirodzenych parametrizacii tychto kri-
viek az do radu 3 sa v spolo¢nom bode P;(0) = P(0) rovnaji. Z predchadzajticej
vety vieme, 7ze prvé a druhé derivacie prirodzenych parametrizacii tychto kriviek sa
rovnaji v fubovolnom spolo¢nom bode. Sta¢i teda uvazovat o ich tretej derivacii.

Z dokazu predchadzajucej vety vieme aj to, ze P2(3)(0) = —kity a

PP0) = k{"ng — k2to. Kedze pre vrchol krivky plati, ze k{” = 0, tak
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Obr. 1.3: Oskulacné kruznica krivky vo vSeobecnom bode, krivka a oskula¢na
kruznica maja v spolo¢nom bode styk radu prave 2

Pl(?’)(O) = —k2to a tym je rovnost tretich derivacii dokdzand. V spolo¢nom vrchole
maji teda krivka a oskula¢na kruznica styk radu aspon 3.

Nech teraz spolo¢ny bod P;(0) = P5(0) je oby¢ajnym vrcholom, teda vrcholom préave
prvého radu krivky P;. Porovnajme derivacie rddu 4 oboch kriviek v tomto bode.

Pre stvrtu derivaciu krivky podla vety 1.2.3 plati:
PY = n(k® — k) + t(—3kkW)

O bode, ktory je vrcholom radu prave 1, vieme, Ze k(()l) =0a k:((f) # 0, preto Stvrta
derivacia krivky v bode P;(0) je vyjadrena ako P{*(0) = no(k\® — k3) # —kdny,.

Pre stvrta derivaciu prirodzenej parametrizacie oskulacnej kruznice plati:

4 ng S to . s
P2( ) = ——3 €Os — + — sin —

Tato derivacia prirodzenej parametrizacie osklula¢nej kruznice v spolo¢nom bode je

. . o : S . oL -
teda vyjadrend ako —— = —kgno. Teraz je uz jasné, 7e sa tieto derivacie nerovnaju
T
0
a preto krivka a oskula¢na kruznica maji vo vrchole radu prave 1 styk radu prave
3. m
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Obr. 1.4: Oskula¢na kruznica krivky v obycajnom vrchole, krivka a oskula¢né
kruznica maja v spolo¢nom bode styk radu prave 3

1.2.3 Styk krivky a oskulac¢nej kruznice vo vrchole vyssieho
radu

7 tvrdeni dokadzanych v predchadzajtcej podkapitole sa da ocakavat, ze rad styku
krivky a oskulacnej kruznice v spoloénom bode sivisi s tym, aké vlastnosti ma
spolo¢ny bod tychto kriviek. Ak by sme vSeobecny bod krivky povazovali za vrchol
nultého radu krivky, tak rad styku tychto kriviek je prave o 2 vyssi. To isté plati aj

pre vrchol prvého radu krivky.

Prirodzene sa preto vyslovuje hypotéza, ze krivka a oskula¢nd kruznica maja vo
vrchole radu [ styk rddu prave [ + 2. Ttto hypotézu v tejto podkapitole vyslovime
vo forme vety a nasledne ju dokdZeme. Predtym si vSak sformulujeme pomocné

tvrdenia, ktoré nam zjednodusia neskorsSiu pracu.

Veta 1.2.7 (|[BAK11b]):
Pre deriwvdciu n-tého rdadu prirodzenej parametrizdcie oskulacnej kruznice v bode

s =0 plati:
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1. ak n je nepdrne, tak

n n— t n—_. _
PM(0) = (—1)"7 =2 = (=1)"7 ko, m > 1
To
2. ak n je pdrne, tak
P{M(0) = (—1)3+ 2 — (—1) 5 kp g, n > 2
To

Dékaz. Tato veta je priamym dosledkom vety 1.2.2. Dosadenim za s = 0 do tychto

vztahov dostaneme priamo tvrdenie vety. O

Veta 1.2.8 (Derivacia krivky vo vrchole radu [, [BAK11b]):
Majgme dani krivku P, vyjadrend v prirodzenej parametrizdcii a nech v bode s = 0

md tato krivky vrchol rddu l. Potom pre derivdciu rddu [ + 2 tejto krivky plati:
1. ak l+ 2 je nepdrne, tak
PI(0) = (1) F kb to, 1 > 3
2. ak 1+ 2 je pdrne, tak
PI(0) = (1) T kbt ng, 1 > 4

Dokaz. Vieme, Ze pre vrchol rddu [ v bode s = 0 plati: k(()l) =...= k:(()l) = 0. Z vety

1.2.4 mame, ze pre derivaciu krivky radu [ + 2 po dosadeni bodu s = 0 plati:

1. ak [ + 2 je nepéarne, tak

P(0) = mo (K + an (koK)

+ <(—1)“T5k3+1 + bo(ko, - . kff‘”)) 1>3
2. ak [ 4 2 je péarne, tak
P2 (0) = mo ((=1) PR+ k) + anho, . K ))

+ to (bn<k07 SR k(()l_l))) 7l >4
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Kedze krivka ma v bode s = 0 vrchol radu [, z jeho definicie vyplyva, ze
an(ko, ... ,k(()l_Q)) =0 a b,(ko,..., k:(()l_l)) = 0. Preto predchédzajice vztahy budua

mat tvar:
1. ak [ + 2 je neparne, tak
P2 (0) = ng (kg”) + ((—1%%3“), >3
2. ak [ 4 2 je péarne, tak
PI2(0) = mo ((—1)F R+ 1), 1> 4

Pre vrchol radu [ je aj k((]l) = 0, preto plati:

1. ak [ + 2 je neparne, tak
PI2(0) = (=1)F kb, 1 > 3
2. ak [ + 2 je parne, tak
PI2(0) = (=1)F k5 ng, 1 > 4
Tym je veta dokazana. O

Veta 1.2.9 (|[BAK11b)):
Magme dani krivku P, vyjadrend v prirodzenej parametrizdcii a nech v bode s = 0
ma tdato krivky vrchol radu prdve . Potom pre derivdciu radu | 4+ 3 tejto krivky v

bode s = 0 neplatia vztahy vyjadrené vo vete 1.2.8.

Doékaz. Vieme, ze pre vrchol krivky rddu prave [ v bode s = 0 plati: kél) =...=
k:(()l) =0a k:((]lﬂ) # 0. Z vety 1.2.4 mame, ze pre derivaciu krivky radu [ + 3 po
dosadeni bodu s = 0 plati:

1. ak [ + 3 je neparne, tak

P1(1+3)(0) ~ g <kél+1) +an(ko,. .., k(()l—l)))
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2. ak [ 4 3 je parne, tak

P(0) = m (<) TV 4 K ok, k)

+ o (bn(ko,...,kg”),> 1>3

Kedze krivka ma v bode s = 0 vrchol radu prave [, z jeho definicie vyplyva, Ze
an(ko, -, kSTY) =0 a bu(ko, ..., k") = 0. Preto predchadzajtce vztahy budi maft

tvar:
1. ak [ + 3 je neparne, tak
P (0) = ng (k:é””) +to ((—1)%‘31@3”), [>2
2. ak [ + 3 je parne, tak
PI(0) = mo ((—1) 2 4+ k(D) 1> 3

Pre vrchol radu prave [ je k:[()lﬂ) # 0, preto sa tieto vztahy nerovnaji vztahom

uvedenym vo vete 1.2.8. O

Teraz uz mozeme vyslovit a veImi pohodlne dokazat vetu, ktora hovori o vzajomnom
vztahu radu derivacii krivky a jej oskula¢nej kruznice a radu vrchola, v ktorom maju

krivka a oskula¢né kruznica spolo¢ny bod.

Veta 1.2.10 (Rad styku oskula¢nej kruznice a krivky vo vrchole vyssieho radu,
[BAK11hb]):
Magme dani krivku Py a k nej zostrojent oskulacni kruznicu P, a nech spoloény bod
tychto krwek je vrcholom rddu asponi [, potom krivka a oskulacnd kruznica maju v
tomto bode styk radu aspoti | + 2.
Navyse, ak spolocny bod tiychto krivek je vrcholom rddu prdve I, potom krivka a

oskulacnd kruznica maju v tomto bode styk rddu prave | + 2.

Dokaz. Pre dokaz prvej Casti tejto vety staci ukézat, ze v spolo¢nom bode, ktory je

vrcholom radu [/, sa budt rovnat vSetky derivacie prirodzenej parametrizacie krivky
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a oskula¢nej kruznice az po rad [+ 2. Rovnost tychto derivacii vyplyva priamo z viet
1.2.7 a 1.2.8, pretoze vrchol radu [ je aj vrcholom radu [ — 1.

Pre dokaz druhej ¢asti vety je treba teda uz len ukazat, ze v spolo¢nom bode, ktory
je vrcholom radu préave [, sa derivacia prirodzenej parametrizacie krivky a oskula¢ne;j
kruznice radu [+ 3 nebudu rovnat. To v8ak vyplyva priamo z viet 1.2.7 a 1.2.9. Tym

je veta dokazana. O

Predchadzajica veta hovori to, ze ¢im bude mat spolo¢ny vrchol oskulacnej kruznice
a krivky vyssi rad, tym budi oskula¢na kruznica a krivka k sebe v okoli tohto bodu
tesnejSie prilozené. Tento vzajomny vztah krivky a oskula¢nej kruznice ilustruja

nasledujice obrazky.

Obr. 1.5: Oskula¢né kruznica krivky danej predpisom f (z) = 2° + 0,08z* + 0, 222
vo vrchole druhého radu pre z =0

27



Metrické konStrukcie kriviek
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Obr. 1.6: Detail oskula¢nej kruznice krivky vo vrchole druhého radu, krivka a osku-
lacna kruznica maja v spolo¢nom bode styk radu 4

Obr. 1.7: Oskula¢néd kruznica krivky danej predpisom f (z) = 2% + 0,08z* + 0, 222
vo vrchole tretieho radu pre x =0

1.3 Metrické konsStrukcie kriviek

V tejto kapitole sa budeme zaoberat krivkami, ktoré vznikaji z povodnej krivky

metrickymi konstrukciami. Poskytneme prehlad a zékladné vlastnosti niekolkych
28
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L

Obr. 1.8: Detail oskulacnej kruznice krivky vo vrchole tretieho radu, krivka a osku-
lacna kruznica maja v spolo¢nom bode styk rddu 5

typov krivek leziacich v pseudoeuklidovskej rovine. Dovod, prec¢o hovorime v tejto
Casti o tychto krivkach je ten, Ze sa im budeme podrobnejsie venovat v dizertacnej
praci. V nej budeme skiimat, ako sa menia ich vlastnosti v pseudoeuklidovskej rovine,

kde sa vyrazne meni metrika a s nim suvisiace vlastnosti kriviek.

1.3.1 Evolata krivky v euklidovskej rovine

Uvazujme parametricky vyjadrenu krivku bez inflexnych bodov. Kazdé takato krivka
mé v kazdom svojom bode definovant oskula¢nt kruznicu. Stredy vSetkych osku-
la¢nych kruznic krivky tvoria evolatu krivku. Prirodzene vznik4 nasledujica defini-

cia:

Definicia 1.3.1 (|[BO10]):
Evoluta krivky bez jej inflexngjch bodov je definovand ako krivka dand predpisom

E(t) = P(t) + zyn(t).

Poznamka: Evolatu krivky vieme v stiradniciach vyjadrit vztahmi (1.4) a (1.5).
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Je omnoho l'ahsie pouzit tieto vztahy na vypocet evoluty krivky, ako samotnu defini-

ciu evoluty.

Uvazujme krivku zadanid prirodzenou parametrizaciou. Pouzitim Frenetovych vzor-

cov sa ukaze, ze pre prvé tri derivacie evoluty plati:

E'(s) =1'(s)n(s) (1.6)
E"(s) =7r"(s)n(s) + r'(s)k(s)t(s) (1.7)
E"(s) = (2r"(s)k(s) +1'(s)K'(s)) t(s) + (r"(s) + 7/ (s)k*(s)) n(s) (1.8)

Veta 1.3.1 (|[BO10)):
Nech P(s) je krivka dand parametricky a nech E(s) je jej evolita.

1. Bod E(sy) evolity je reguldrny prdve vtedy, ak bod krivky P(so) nie je vrcholom
danej krivky.

2. Ak je bod P(so) krivky obycajnym vrcholom, tak bod FE(sqg) evolity je bodom

vratu prvého druhu.

Dékaz. 1. Tvrdenie vyplyva priamo z (1.6).

2. Z prvého tvrdenia vyplyva, ze ak P(sg) je vrcholom krivky, E(sg) je sin-
gularnym bodom evoluty. Z (1.7) vyplyva, ze P"(sq) # 0 a je to bod vratu
evoluty. Je zrejmé, 7e vektory E”(sg) a E"(sg) st linedrne nezavislé, takze
E(sp) je bodom vratu prvého druhu.

O

Priklad 6: Evolata kruznice P(t) = (rcost,rsint), t € (—4m, 2m) je degenero-

vana jednobodova krivka s konstantnou parametrizaciou E(t) = (0,0).

Priklad 7: Evolata elipsy P(t) = (acost,bsint), t € (0,27) je vyjadrena v

stradniciach nasledovne: z(t) = @ cos®t, y(t) = —@ sin®t. Je zrejmé, 7e tato

. . . o 3 .3 R L e * 2_p2
krivka je obrazom astroidy Q(t) = (cos®t,sin”t) v afinnej transformacii 2* = “—>=-
ayt = _@
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Priklad 8: Evolata paraboly P(t) = (5—2, t), t € (—o0,00) je vyjadrend v sirad-

niciach takto: z(t) = 2%152 +p, y(t) = —#t:*. Je zrejmé, Ze tato krivka je obra-

zom semikubickej paraboly Q(t) = (t%,¢3) v afinnej transformécii z* = 2%3: +pa

Y=y

Obr. 1.9: Evoluta elipsy a paraboly

Zdroj: http://www-groups.des.st-andrews.ac.uk/ history/Curves/Curves.html

1.3.2 Evolventa krivky v euklidovskej rovine

Definicia 1.3.2 (|[BO10|):

FEvolventou krivky je kazZdd krivka, ktord kolmo pretina vSetky dotycnice krivky.

Veta 1.3.2 (|[BO10)):
Nech P(s) je parametricky vyjadrend krivka a nech ¢ € R je konstanta. Potom

evolventu krivky P(s) vieme vyjadrit rovnicou
I.(s) = P(s)+ (c—s)P'(s),s € I, (1.9)

pricom tento tvar maji vSetky jej evolventy.

Dokaz. Evolventu krivky ziskame tak, Ze v kazdom bode krivky P(s) ndjdeme na

dotycnici taky bod I.(s) = P(s) + f(s)P'(s), ze 1.(s) L P'(s). Derivovanim I, a
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vyuzitim Frenetovych vzorcov dostavame, Ze aby bola splnend uvedena podmienka,
musi platit ((1 4 f'(s))t(s) — f(s)k(s)n(s))t(s) = 0. Z toho dostavame, ze f'(s) =

—1 a teda f(s) = ¢ — s, kde ¢ je integrac¢na konstanta. ]

Poznédmka: Kazda krivka mé nekonecne vela evolvent vyjadrenych vztahom

(1.9), kym evolttu ma prave jednu.

Veta 1.3.3 (|[BO10)):
Nech P(s), s € I je prirodzend parametrizicia krivky a nech ¢ € R. Potom platia

nasledujice tvrdenia:
1. Pre parameter s # c je bod 1.(s) requldrny a neinflexny bod evolventy.
2. Ak c € 1, tak bod I.(c) evolventy je bodom vratu prvého druhu.

Dékaz. 7 Frenetovych vyorcov vyplyva, Ze P”" = kn a P"” = —k?t + k'n. Odtial

dostavame, 7Ze prvé tri derivacie evolventy krivky maja tvar:

Il(s) = (¢ — s)P"(s) (1.10)
I’(s) = —=P"(s) + (¢ — s)P"(s) (1.11)
I"(s) = —2P"(s) + (¢ — s)PW(s) (1.12)
Odtial priamo vyplyvaju tvrdenia vety. O

Veta 1.3.4 (|[BO10)):

Kazdd krivka, ktord nemd vrcholy, je evolventou svojej evolity.

Doékaz. Staci si uvedomit, ze dotycCnica evoluty je normalou povodnej krivky, preto

krivka kolmo pretina dotycnice svojej evolity, teda je jej evolventou. O]
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Obr. 1.10: Evolventa kruznice, elipsy a paraboly

Zdroj: http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Curves/Curves.html

1.3.3 RovnobeZné krivky v euklidovskej rovine

Definicia 1.3.3 (Rovnobezné krivky, [GIBO1]):
Nech P(t) je reguldrna krivka a nech d je redlne ¢islo. Rovnobeznd krivka Py(t) ku

krivke P(t) vo vzdialenosti d je krivka definovand takto:
Py(t) = P(t) + dn(t)

V suradniciach vieme rovnobezni krivku Py(t) vyjadrit nasledovne:
0 o dT)
(1) + 20 720+ 70

Veta 1.3.5 (|GIBO01]):

Nech P(t) je reguldrna krivka a d je nenulové redlne ¢islo. Potom bod Py(ty) je

singuldrnym bodom rovnobeznej krivky Py(t) prdve vtedy, ak plati: Py(to) = E(to).

Dékaz. Uvazujme krivku P(t) vyjadrent v prirodzenej parametrizacii. Z Frene-
tovych vzorcov dostavame, Ze pre prva derivaciu rovnobeznej krivky Py(s) prisla-

chajucej ku krivke P(s) plati:
Pi(s) = P'(s) +dn'(s) = P'(s) — dk(s)P'(s) = (1 — dk(s))t(s)

Z toho vyplyva, ze bod P,(so) je singularny prave vtedy, ak (1 — dk(sg)) = 0, ¢ize
ak k(sg) = 1. Odtial vyplyva tvrdenie vety. O
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Veta 1.3.6 ([MAKI11]):
Ak P(to) je vSeobecnyj bod reguldrnej krivky P(t) a k(to) = 3, tak Py(to) je bod vratu

prvého druhu rovnobeznej krivky Py(t).

Dokaz. 7 predchadzajucej vety vyplyva, ze ak P(ty) je v8eobecny bod regularnej
krivky P(t) a k(tg) = %, tak Py(to) je singularny bod rovnobeznej krivky Py(t). Pre
druha a tretiu derivaciu rovnobeznej krivky Py(t) v parametri ¢ plati:
Py (to) = —dk (to)b(to)
Pdm<t0) —dk'//(t()) (to) — 2dk(t0)]€/(t0)n(t0)

Kedze P(to) je vseobecny bod krivky, k'(ty) # 0. Vektory t(ty) a n(ty) su linearne
nezavislé, preto linedrne nezavislé st aj Py (ty) a P’ (to). Odtial dostavame, ze Py(t)

je bod vratu prvého druhu rovnobeznej krivky Py(t).

Obr. 1.11: Rovnobezné krivky k elipse a parabole
Zdroj: |GIBO1]
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1.3.4 Pedalne krivky v euklidovskej rovine

Definicia 1.3.4 (Pedéalne krivky, |GIBO01]):
Nech P(t) je regulirna krivka a nech @ je bod z roviny. Pre kaZdy parameter t
zostrojme kolmy priemet bodu Q) na dotycnicu ku krivke P(t). Z piet kolmic takejto
projekcie vznikd krivka W (t). Nazgvame ju peddlna krivka ku krivke P(t) vzhladom
na bod Q). Bod () nazijvame peddlny bod.

Peddlna krivka md nasledovné parametrické vyjadrenie:

O e e ]

Veta 1.3.7 (|GIBO01]):
Peddlna krivka md v prirodzenej parametrizicii P(s) zdkladnej krivky tieto alter-

nativne vyjadrenia:

Wi(s) = P(s) +{(Q = P(s)) - t(s)} t(s)

alebo
W(s) =Q —{(Q — P(s)) -n(s)} n(s).
Dokaz. Tvrdenie vety vyplyva priamo z vlastnosti prirodzenej parametrizacie. [

Veta 1.3.8 (|GIBO01]):
Nech P(t) je reguldrna krivka a W(t) je jej peddlna krivka vzhladom na bod Q

>

neleziaci na krivke P(t). Potom bod krivky W (ty) je singuldrny prdve vtedy, ked
je bod P(ty) krivky P(t) inflexny.

Dokaz. Kedze P(t) je regularna krivka, vieme ju vyjadrit v prirodzenej parametri-
zacii. Predpokladajme, Ze je tak dana a Ze bod @ ma stradnice @ = (0,0). Potom

pedalna krivka méa nasledovné vyjadrenie:

W(s) =Q —{(Q = P(s)) n(s)} n(s).

Derivovanim tohto vztahu a pouZzitim Frenetovych vzorcov dostavame:

W(s) = =k(s) {((Q = P(s)) - t(s))n(s) + (@ — (P(s)) - n(s))t(s)}.
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Vieme, Ze vektory t(s) a n(s) su linedrne nezavislé, preto W’(s) = 0 prave vtedy, ak
E(s)((Q — P(s))-t(s)) =0a k(s)((Q — P(s)) -n(s)) = 0. Je viak zrejmé, ze aspoii
jedno z ¢isiel (Q — P(s))-t(s) a (Q — P(s)) -n(s) musi byt nenulové, inak by platilo,
ze (Q — P(s)) =0 a teda @ € P(s). Z toho vyplyva, ze W’(s) = 0 prave vtedy, ak
k(s) = 0. u

Obr. 1.12: Pedalna krivka kruznice, elipsy a paraboly

Zdroj: http://www-groups.des.st-andrews.ac.uk/ history/Curves/Curves.html
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Kapitola 2

Geometria diferencovatelnych

kriviek v pseudoeuklidovskej rovine

2.1 Geometria pseudoeuklidovskej roviny

Definicia 2.1.1 (Pseudoeuklidovska rovina):
Pod pseudoeuklidovskou rovinou EYY rozumieme redlnu afinni rovinu A2, pre ktori
mame na jej vektorovej zlozke definovani nesinguldrnu kvadratickid formu q so sig-
natirou (1,1).
V literattre sa okrem nazvu pseudoeuklidovské rovina stretneme aj s inymi, napr.

Minkowského rovina, artinovska rovina alebo hyperbolické rovina.

Afinna geometria v pseudoeuklidovskej rovine E1! je taka ista, ako v obvyklej eukli-
dovskej geometrii. St tam rovnaké body, vektory a priamky. Tak isto sa pouzivaju
rovnice priamok, parametrické vyjadrenia priamok, hovorime o tseckach, polrovi-
nach, o rovnobeznosti, orientéacii a o dalsich afinnych pojmoch.

Podstatnym rozdielom medzi euklidovskou a pseudoeuklidovskou rovinou je to, 7ze
namiesto bezného skaldrneho sic¢inu hovorime v pseudoeuklidovskej rovine o pseu-
doskalarnom sucine. Zmena skaldrneho stucinu spoésobuje aj zmenu pojmov nai na-

viazanych.

37



Geometria pseudoeuklidovskej roviny

Definicia 2.1.2 (Pseudoskalarny sucin):
Poldrnu formu (x,y) kvadratickej formy q(x) vyjadrend v tvare 1 [q¢ (x +y) — q(x — y)]

nazyvame pseudoskaldrny sucin vektorov X a'y.

Obratene plati, ze ¢(x) = (x,x) = ||x||*>. Na zaklade toho mozeme zaviest pojem

dlzka vektora.

Definicia 2.1.3 (DIzka vektora, [BO11]):
Pre lubovolng vektor x budeme pod jeho dizkou rozumiet ¢islo |x| = /|||x|]?] =

1
lg(x)|2
Poznamka: Jednotkovy vektor je vektor x s vlastnostou |||x[|?| = 1, t.j. [|x[|**1,

tj|(x,x)| =1

Poznamka: Funkcia, ktora bodom X a Y priradi dizku vektora Y — X, nie je
metrika v rovine. Touto vlastnostou sa pseudoeuklidovska rovina vyznamne odlisuje
od euklidovskej roviny. Tato skuto¢nost sposobuje v pseudoeuklidovskej rovine tech-

nické komplikacie.

Definicia 2.1.4 (Ortonorméalna béza):
Hovorime, Ze vektory eq, eq tvoria v pseudoeuklidovske) rovine ortonormdlnu bdzu,

ak su tieto vektory ortonormdlne (z hladiska pseudoskaldrneho sucinu), teda plati

<e1’e1> = ||el||2 = il: <elae2> = 07 <627e2> = ”e2H2 - :Fl

Definicia 2.1.5 (Pseudokartezianska ststava suradnic, [BO11]):
Majgme danii afinni sistavu suradnic O, eq, e taki, Ze suradnicové vektory si ortonor-
- v - . 2 . 2 - -
mdlne a navyse plati (e1,e1) = |le1]]* =1 a (es,e3) = ||ex||* = —1. Tdto sustava

suradnic sa nazyva pseudokartezidnska sustava suradnic.

Poznamka: Ak nepovieme inac¢, aktudlnu stistavu suradnic povazujeme za pseu-

dokarteziansku.

Poznamka: Je zrejmé, ze siradnicové vyjadrenie kvadratickej formy ¢(x) a pseu-

dosklalarneho sucinu (x,y) ma v 'ubovolnej pseudokartezidnskej stustave suradnic

tvar: Q(X) = <X7 X> = l‘% - ﬂf%, <X7 Y> = T1Y1 — Ta2Y2.
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Definicia 2.1.6 (Kolmost vektorov, [BER09]):
Hovorime, Ze vektory x a'y su na seba kolmé, ak plati: (x,y) = 0. Kolmost vektorov

zapisujeme zauZivangm symbolom x L y.

Definicia 2.1.7 (Znamienko vektora, [BO11]):

Pre lubovolng vektor x definujeme jeho znamienko sgnx = sgn q(x).

Definicia 2.1.8:
Vektory leziace v pseudoeuklidovskej rovine rozdelujeme na tri typy nasledovne:
Hovorime, Ze vektor x je priestorovy alebo c¢asovy alebo svetelny, ak sgnx =1 alebo
sgnx = —1 alebo sgnx = 0.
V pseudokartezidnskej sustave suradnic sa dd toto rozdelenie opisat v suradniciach
takto:
ak |z1| > |z2|, tak vektor x = (x1,x2) je priestorovy
ak |z1| < |z2|, tak vektor x = (x1,x2) je casovy

ak |z1| = |z2]|, tak vektor x = (x1,x2) je svetelny.

Definicia 2.1.9 (Operator kolmosti, [BO11]):
Pre [ubovolny wvektor z pseudoeuklidovskej roviny definujeme operdtor komlosti

x — 1 x, ktory kaZdému vektorux = (x1, xo) priradi vektor L x = (sgn Xy, sgn xxy).

Poznamka: Pre Tubovolny vektor x leziaci v pseudoeuklidovskej rovine zrejme
plati, ze sgn L x = —sgnx a (L x) L x, | L x| = |x|. Prva vlastnost vektora 1 x
sposobuje, ze kolmost v pseudoeuklidovskej rovine meni typ vektora. To znamena,
ze nenulovy vektor, ktory je kolmy na casovy, je priestorovy a naopak. Plati. ze
sgnx = —sgny, ak x Ly, x,y # 0.

Poznamenajme, ze pre vektory x a L x plati, ze det(x, L x) > 0, preto sa v definicii

vektora 1 x objavuje ¢islo sgn x.

Veta 2.1.1 (|[BO11)):

Nech je v EVY dand ortonormdlna bdza eq, ey. Potom vektor x vieme v suradniciach
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vzhladom na tito bazu vyjadrit takto:
X = sgne; (X, er)e; + sgnes(x, ez)es (2.1)

Dékaz. Nech vektor x je vyjadreny ako x = cie; + coe,. Vynasobenim tejto rovnosti
postupne vektormi e; a e; a vyuZitim toho, ze pre Tubovolny jednotkovy vekttor e

plati, Ze (e,e) = sgne, dostaneme pozadované tvrdenie. O

2.2 Krivky v pseudoeuklidovskej rovine

Parametricky vyjadrena krivka a jej diferencovatelnost st afinné pojmy, ktoré si
invariantné vzhl'adom na afinné stradnicové transformécie. Velmi vela pojmov a
vlastnosti kriviek pouzivanych v diferencialnej geometrii patri k afinnej geometrii,
a preto s nimi mozeme pracovat v pseudoeuklidovskej rovine rovnako, ako v eukli-
dovskom pripade. Medzi najdolezitejSie afinné objekty a vlastnosti kriviek patria:
bodové a vektorové funkcie jednej redlnej premennej a ich derivacie, parametricky
zadana krivka, vlastnost bodu byt regularny resp. singularny, vlastnost bodu byt
inflexny resp. neinflexny, doty¢nica krivky, polrovina vzhladom na doty¢nicu v ne-
inflexnom bode, v ktorej krivka lokdlne lezi, styk dvoch kriviek, rad styku, beta
podmienky styku. Niektoré zo spomenutych objektov a vlastnosti sme spracovali v
kapitole 1 pre euklidovskid rovinu.

Na druhej strane, niektoré velmi doélezité objekty a pojmy diferencidlnej geome-
trie nemaji afinny, ale metricky charakter. Medzi metrické vlastnosti kriviek v
pseudoeuklidovskej rovine patria: normaéla krivky, prirodzena parametrizacia krivky,
Frenetov repér, krivost, stred krivosti, polomer krivosti, oskula¢né kruznica, Frene-
tove vzorce.

Nagim cielom je skiimanie metrickych vlastnosti kriviek v pseudoeuklidovskej rovine.

Pozndmka: Rovnako ako v euklidovskej rovine, tak aj v pseudoeuklidovske]

rovine budeme krivky zadavat pomocou bodovej funkcie jednej premennej (pozri
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definiciu 1.1.1) a budeme tak hovorit o parametrizacii krivky (pozri definiciu 1.1.3).
V oboch rovinach rovnako plati, Ze krivka ma nekonec¢ne vela parametrizécii, o tejto

vlastnosti parametricky zadanych kriviek hovori definicia 1.1.4.

Definicia 2.2.1 (Klasifikiacia bodov krivky v pseudoeuklidovskej rovine, [KJ]):
Bod P(ty) krivky P(t), t € I je priestorovy resp. éasovy resp. svetelny, ak pre vektor
P'(ty) plati: ||P'(to)||> > 0 resp. ||P'(to)]|* < 0 resp. |P'(to)||*> = 0.

Krivka je priestorovd resp. casovd resp. svetelnd, ak je takym kaZdy jej bod.

Poznamka: Krivka je svetelna prave vtedy, ked lezi na svetelnej priamke. Svetelné
krivky st teda nezaujimavé. Budeme sa zaoberat iba priestorovymi a c¢asovymi
krivkami. Poznamenajme, Ze pre ne je podmienka regularnosti splnena automaticky.

Svetelné body kriviek nebudeme v dalSom texte uvazovat.

Definicia 2.2.2 (Vektor doty¢nice, [BO11]):
Vektor dotycnice t(t) krivky P(t) je jednotkovy vektor sihlasne rovnobeiny s vek-
torom P'(t):
_ P(t)
~VIE®, PO

Definicia 2.2.3 (Vektor normaly, [BO11]):

£(%)

Vektor normdly n(t) je takyj vektor, Ze vektory t(t), n(t) tvoria kladni ortonormdinu

bazu, ¢ize plati: n(t) =1 t(t).

Poznédmka: Vsimnime si, zZe kym vektor doty¢nice v euklidovskej a pseudoeukli-
dovskej rovine maji rovnaké vyjadrenie, vektor normaly bude v pseudoeuklidovskej
rovine aj napriek podobnej definicii vyzerat aplne inak. Dovodom je to, ze kolmost

v pseudoeuklidovskej rovine je iplne odlisna, ako v euklidovskom pripade.

Definicia 2.2.4 (Frenetov repér krivky):
V' lubovolnom nesvetelnom a requldrnom bode krivky leZiacej v orientovanej rovine

tvoria vektor dotycnice t(t) a vektor normdly n(t) Frenetov repér.
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Obr. 2.1: Frenetov repér v troch bodoch euklidovskej kruznice

Vela uzito¢nych vlastnosti vektorovych funkcii sa z euklidovskej roviny prenasa aj

do pseudoeuklidovskej. O dvoch z nich hovori nasledujica veta:

Veta 2.2.1 (|[BO11)):
Nech u(t) a v(t) su vektorové funkcie. Potom plati:

u'(t) L u(t), ak |u(t)| je kongtantnd (2.2)

(u(t),v'(t)) = —('(t), v(t)), ak u(t),v(t) si ortogondlne pre kazdé t (2.3)

Dokaz. Tvrdenie vety sa I'ahko ukaZe jednoduchym derivovanim skaldrneho suéinu.

O

Definicia 2.2.5 (Prirodzena parametrizacia krivky):

P(s) je prirodzend parametrizdicia krivky, ak |(P'(s), P'(s))| = 1 pre vSetky s.

Veta 2.2.2 (Vlastnosti prirodzenej parametrizécie):

Krivka zadand prirodzenou parametrizdaciou md nasledovné vlastnosti:
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1. Krivka vyjadrend prirodzenou parametriziciou neobsahuje svetelné body.
2. Krivka vyjadrend prirodzenou parametrizdciou je priestorovd alebo casovd.
3. Pre krivku s prirodzenou parametriziciou plati: P" (s) L P’ (s).

4. Kazdd krivka bez svetelnijch a singuldrnych bodov md nekonecne vela prirodzengch
parametrizacii.
9. Pre prirodzeni paramelrizdciu plati:
t(s) =P (s),
) P" (s)
VIP" (), P (s))]

Dékaz. Vlastnosti 1. a 2. vyplyvaju priamo z definicie prirodzenej parametrizicie

n(s) = det(P'(s), P"(s)

krivky.

7 definicie prirodzenej parametrizacie a z (2.2) dostavame, ze t(s) = P’'(s) a
P"(s) L P'(s).

Kazdu parametrizaciu P(t) regularnej krivky bez svetelnych bodov mozno sub-
stiticiou ¢ = ¢(s), kde ¢(s) je funkcia inverzna k funkcii s = [ |P'(¢)|d¢, zmenit
na prirodzeni parametrizaciu. Je to priama analégia k euklidovskému pripadu.
Posledna vlastnost vyplyva priamo z definicii prirodzenej parametrizacie a normaly

krivky v pseudoeuklidovskej rovine. O]

Poznédmka: Definicia prirodzenej parametrizacie krivky v euklidovskej rovine
(definicia 1.1.9) a v pseudoeuklidovskej rovine (definicia 2.2.5) st rovnaké. Tak isto

sa zachovavaju aj jej vlastnosti uvedené vo vete 1.1.3.

Definicia 2.2.6 (Krivost krivky, [BO11]):

Krivost orientovanej krivky P(t) v orientovanej pseudoeuklidovskej rovine je ¢islo

o) - P W, P10
[(P'(2), P'(t))]>

Poznamka: Poznamenajme, ze vyraz definujici krivost krivky v pseudoeukli-

dovskej rovine je identicky s vyrazom definujicim odpovedajici objekt v euklidov-

skej rovine.
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Veta 2.2.3:

Pre kriwost krivky vyjadrenid v prirodzenej parametrizdcit plati:

k(s) = det(P'(s), P"(s)).

Doékaz. Veta vyplyva priamo z definicie krivosti a prirodzenej parametrizacie krivky

v pseudoeuklidovskej rovine. O]

Veta 2.2.4 (|[BO11)):

Magjme dané ortonormdlne vektorové funkcie u(t) a v(t). Potom plati:
w'(t) = w(t)v(t), v'(t) = wt)u(t),
kde
w(t) = sguv(t){u'(t), v(t)) = sgnu(t)(v'(t), u(t)).

Dokaz. Kedze vektorové polia u(t) a v(t) st ortonormélne, z (2.2) vyplyva, Ze
u'(t) L u(t) a v/(t) L v(t). Pouzijuic rovnost (2.1) dostavame, 7ze
u'(t) = sgnv(t)(u'(t),v(t))v(t) a v(t) = sgnu(t)(v'(t),u(t))u(t). Pre kolmé vek-
torové polia plati, ze sgnu(t) = —sgnv(t). Z tejto skutocnosti a z vlastnosti (2.3)
dostavame: sgnu(t)(v'(t),u(t)) = —sgnv(t)(—(u'(t),v(t))) = sgnv(t)(u'(t), v(t)).

Tym je veta dokazana. O

Veta 2.2.5 (Frenetove vzorce pre orientovanu krivku, [BO11]):
Pre orientovani krivku v orientovanej pseudoeuklidovskej rovine, ktord je vyjadrend

prirodzenou parametrizdciou, plati:

Dokaz. Kedze v pripade prirodzenej parametrizacie plati, ze t(s) = P’'(s), tak pre

derivaciu vektorovej funkcie t(s) dostavame, 7e t'(s) = P”(s). Zaroven plati, 7Ze
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P"(s) L P'(s) a teda P"(s) L t(s).

Uvazujme ortonormalnu bazu t(¢) a n(t). Z (2.1) dostavame, ze

P"(s) = sgnn(s)(P"(s),n(s))n(s). (2.4)

Pre krivost vyjadrena v prirodzenej parametrizacii teda plati: k = det(P’'(s), P"(s)) =
sgnn(s)(P"(s),n(s)) det(t(s),n(s)). Kedze baza t(s), n(s) je kladne orientovana,
determinant z predchadzajuceho vztahu je rovny jednej a krivost sa da vyjadrit ako
k = sgnn(s)(P"(s),n(s)). Z (2.4) teraz vyplyva, Ze prvy Frenetov vzorec ma tvar
t'(s) = P"(s) = k(s)n(s).

Druhy Frenetov vzorec je dosledkom prvého a vety 2.2.4. O

Poznamka: VSimnime si, Ze kym derivacia vektora doty¢nice t'(s) ma v eukli-
dovskej rovine (veta 1.1.5) a pseudoeuklidovskej rovine rovnaké vyjadrenie, vo vzorci

pre derivaciu narmalového vektora n’(s) nastava znamienkova zmena.

Definicia 2.2.7 (Vrchol krivky):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a nech k (t) je jej krivost. Vrcholom krivky
nazgvame taky bod P (to), to € I, v ktorom md krivost krivky staciondrny bod, teda
k' (to) = 0. Vo vSeobecnosti je teda vrcholom krivky taky bod, v ktorom md krivost

lokdlny extrém.

Definicia 2.2.8 (Oby¢ajny vrchol krivky):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a bod P (ty), to € I je jej vrchol. Vr-
chol P (ty) sa nazyva obycajny vrchol rovinnej krivky, ak pre krivost krivky plati:
K (to) =0 a k" (ty) # 0. Obycajny vrchol krivky budeme nazgval vrcholom prvého

radu.
Poznamka: Body krivky, ktoré nie st vrcholmi, nazyvame vSeobecné body krivky.

Definicia 2.2.9 (Vrchol vyssieho radu):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a nech P (to), to € I je jej vrchol taky,
Ze k' (tg) = 0,..., k¥ (t;) = 0, k > 2. Potom vrchol P (ty) nazjvame vrchol aspori
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k-teho rddu krivky P (t).

Hovorime, Ze krivka md v bode P (ty), to € I vrchol rddu prdave k prdve vtedy, ak
pre derivdcie krivosti tejto krivky plati: k' (to) = 0,..., k¥ (t5) = 0 A kD (t0) #£ 0,
k> 2.

Poznamka: Definicia vrcholu krivky leziacej v pseudoeuklidovskej rovine je for-
malne takd ista, ako definicia tohto pojmu v euklidovskej rovine. Je treba si vSak
uvedomit, ze vrchol krivky tizko suvisi s krivostou krivky a to je metricky pojem,

¢ize je odlisny v euklidovskej a pseudoeuklidovskej rovine.

Priklad 9: Uvazujme euklidovski kruznicu P(t) = (rcost,rsint),t € (—3m, Im).
Body P(t), pre ktoré je t € (—iﬂ, iw) U (%7?, %W) st casové, body P(t), pre ktoré
jet € (3w, 37) U (37, Ir) st priestorové a body P (—iw), P (37), P (3x), P (37)

sl svetelné. V priestorovych a ¢asovych bodoch kruznice mame t, n a k vyjadrené

sint cost
t=|- 1 1
| cos 2t|2 " | cos 2t|2
N cost sin ¢ okt c (1 3 )U(5 7 )
= y ) =T, =T =T, =T
|cos2t|2” | cos2t|z 4 4 474

cost sint kte( 1 1 )U<3 5)
n=|— : , a ——T, =T —T, =T
|cos 2t|2 | cos 2t|2 4 4 4 4
1

nasledovne:

r| cos 2t|2

Poznédmka: Porovnanim prikladov 1 a 9 zistime, Ze vzorce vektorov dotycnice
t, normaly n a krivosti krivky £ st v pseudoeuklidovskej rovine komplikovanejsie
aj napriek tomu, Ze tieto objekty maju v oboch rovinach rovnaké vyjadrenie. Tito
skutocnost sposobuje zmena skalarneho sicinu po prechode k pseudoeuklidovskej

rovine.

Priklad 10: Uvazujme euklidovsku elipsu P(t) = (acost,bsint), t € (0,2m).
Ozna¢me vyraz a’sin®t — b%cos?t ako g(t). Body elipsy st ¢asové, ak g(t) < 0,
st priestorové, ak g(t) > 0 a st svetelné, ak g(t) = 0. V priestorovych a ¢asovych

bodoch elipsy mame t, n a k vyjadrené nasledovne:
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()2 gt

( asint bcost)
asint
), ak g(t) >0

<bcost
n= 1 1
lg@)]z g(®)]2
n— <_bcoszi’ asmzi)7 k g(t) < 0
lg@®)]= 1g(t)]>
ab

k pumy
l9(2)]
t>, t € (—o00,00). Body paraboly st

t2
2_pv

Priklad 11: Uvazujme parabolu P(t)
Casoveé, ak |t| < p, st priestorové, ak [t| > p a st svetelné, ak |t| = p. V priestorovych

a casovych bodoch paraboly mame:
|2 — p2[2 " [t — p?|2
t
n= P =, = |, ak |t| > p
12 —p?[2 [t* —p?2
17_|t2_p2|é>7 ak |t’ <p

k= ———3
2 — p?|2

Poznamka: Porovnanim prikladov 2 a 3 s prikladmi 10 a 11 zistime, Ze vek-
tor doty¢nice t a krivost krivky k£ maja v oboch pripadoch velmi podobné vyja-

drenia. Najvicsia zmena nastava vo vyjadreni normaélového vektora n, ¢o je spo-

lg(t)]”

sobené odlisnostou kolmosti v euklidovskej a pseudoeuklidovskej rovine.
Priklad 12: Uvazujme opét euklidovsk elipsu P(t) = (acost,bsint), t € (0, 27)
ab

a pocitajme jej vrcholy. Vieme, Ze jej krivost je vyjadrend ako k =

_ 3ab(a® + %) sin 2t

5
2

g(t) = a®sin®t — b? cos? t. Pre derivaciu krivosti potom plati:
kK = ,ak g(t) >0
2 Voo Ig(bt2)
3 in 2t
_3a (a* + )ﬁsm ak g(t) <0
2 a2
= 3?71'7 V

Derivécia krivosti je teda nulovd prave pre parametre ¢t =0, ¢t = 7, t =7, t

/

tychto parametroch ma elipsa vrcholy.
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Priklad 13: Uvazujme opit euklidovska kruznicu P(t) = (rcost,rsint),
t e <—i7r, %7‘(‘) a pocitajme jej vrcholy. Kedze kruznica je $pecidlnym pripadom

elipsy, sta¢i do derivacie krivosti elipsy dosadit miesto a a b polomer r a dostavame:

Y 3sin 2t akte(l 3 >U<5 7 )
= —T, =T —T, =T
7| cos 2t/ 44 44
3sin 2t 1 1 3 5
o 082 e (__w, _ﬂ> U (_w, _W)
7| cos 2t|g 4 4 4 4

Derivécia krivosti je teda nulovd prave pre parametre t =0, ¢t = 7, t =7, t

I
°|
<

tychto parametroch ma kruznica vrcholy.

Priklad 14: Uvazujme parabolu P(t) = <§—;,t>, t € (—o0,00) a pocitajme jej

2

vrcholy. Krivost paraboly je dana ako k = ’2])—2‘3 Pre jej derivaciu potom plati:
t* — p2|2
3p*t
I R
|2 — p?|2
3p*t
K= ak |t < p
2 —p?|2

Parabola méa teda v pseudoeuklidovskej rovine jediny vrchol pre parameter ¢ = 0.

Poznamka: 7 prikladov 12 a 14 vidime, zZe elipsa a parabola maju tie isté vr-
choly v euklidovskej aj v pseudoeuklidovskej rovine. Zmena nastava opit v pripade
euklidovskej kruznice, pretoze kym v euklidovskej rovine st vSetky body kruznice
vrcholy, v pseudoeuklidovskej rovine mé tato krivka podla prikladu 13 prave Styri

vrcholy.
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Kapitola 3

Oskula¢na pseudokruznica a evolata

krivky v pseudoeuklidovskej rovine

V tejto kapitole si zadefinujeme oskula¢nt pseudokruznicu a evolatu krivky leziace]

v pseudoeuklidovskej rovine a opiseme ich zakladné vlastnosti.

3.1 Oskula¢na pseudokruznica krivky leziacej v pseu-
doeuklidovskej rovine

Styk kriviek patri medzi afinné pojmy, preto sa nemeni, ak prejdeme od euklidovske;j
roviny k pseudoeuklidovskej. Definicia 1.1.17 z kapitoly 1 preto plati rovnako v

pseudoeuklidovskej rovine, ako v euklidovske;j.

V pseudoeuklidovskej rovine, tilohu kruznic preberajt rovnoosé hyperboly s rovnicou
(11—81)%—(w3—59)% = 0r?, kde S = (51, 89) je stred, r > 0 je polomer pseudokruZnice
aoe{-11}.

Priklad 15: Uvazujme pseudokruznicu so stredom v bode S = (0, 0), polomerom
r a nech § = 1, ¢ize pseudokruznicu s rovnicou | X — S|?> = r2. Tito pseudokruznicu
vieme parametricky vyjadrit nasledovne: P(t) = (£rcosht,rsinht), t € (—oo,00).

Pre vektor prvej derivacie parametrického vyjadrenia plati:
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P'(t) = (£rsinht,rcosht), t € (—o0,00). Kedze sgn P'(t) = sgn(P'(t), P'(t)) =
—r2 < 0, tento vektor je ¢asovy pre kazdé ¢, preto aj vietky body leZiace na danej
pseudokruznici st ¢asové. Tuto pseudokruznicu budeme preto nazyvat casovd pseu-

dokruznica.

Priklad 16: Uvazujme pseudokruznicu so stredom v bode S = (0,0), polo-
merom 7 a nech § = —1, ¢iZe pseudokruznicu s rovnicou |X — S|? = —r% Tato
pseudokruznicu vieme parametricky vyjadrit nasledovne: P(t) = (rsinht, +r cosh t),
t € (—o00,00). Podobne ako v priklade 15 sa ukéaze, ze vSetky body leZiace na
danej pseudokruznici st priestorové. Tuto pseudokruznicu budeme preto nazyvat

priestorovd pseudokruznica.

257 2.5’\
27 27 \

251 287 / N
31 v 0 i i i i " i " ' i 31 ' { ' 0 ' i i ' ' ' !
3 25 -2 15 05 0 ik} 1 15 2 25 3 -3 25 -2 15 05 0 ik} 1 15 2 25 3

Obr. 3.1: Priestorova (nalavo) a ¢asova (napravo) pseudokruznica so stredom S =
(0,0) a polomerom r = 1

Zo stradnicového vyjadrenia pseudokruznice vyplyva, Ze ju moZeme zapisat aj v
tvare (P(t) — S, P(t) — S) = 6r%. Nech P : I — E!! je krivka dana parametricky
a nech P(ty), tg € I je regularny bod tejto krivky. Nech pseudokruznica prechadza
tymto bodom. Plati teda: (P(tg) — S, P(ty) — S) = dr?. Definujme funkciu styku
krivky P a pseudokruznice takto:
Definicia 3.1.1:
Funkcia styku pseudokruznice so stredom v bode S a polomerom r a krivky P le-
Ziacej v pseudoeuklidovskej rovine je hladkd funkcia f takd, Ze f : I — R a plati:
f(t)=(P(t)—S,P(t)—S) — dor*
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Na zaklade uvedenych definicii zavedieme podmienky styku rddu k pseudokruznice

a krivky v spolo¢nom bode.

Definicia 3.1.2 (Styk krivky a pseudokruznice):
Hovorime, Ze pseudokruznica md s krivkou P styk rdadu k v bode P (ty), ak pre funkciu

styku f pseudokruznice a krivky platia nasledovné podmienky:
ft) =0, f" (te) = 0,..., f®) (tg) = 0

Poznamka: Nech a = (a1,a2), L a = sgn(a,a)(az,a;) a b = (by, be) st vektory.

Pocitajme (L a,b): (L a,b) = sgn(a,a)((as,a1), (b1,b2)) = —sgn(a, a) det(a, b).

Veta 3.1.1 (|[BAKl11al):
V neinflexnom a nesvetelnom bode krivky existuje prdve jedna pseudokruznica majica
s krivkou v spolocnom bode styk rddu aspon dva, pricom pre jej stred S a polomer r
plati:
—n, r=-— (3.1)

Doékaz. Nech P(t) je parameticky vyjadrena krivka. Uvazujme funkciu styku tejto
krivky s pseudokruznicou, ktord je dana vztahom f(t) = (P(t) — S, P(t) — S) — r?,
0 € {—1,1}. Podmienky tyku radu aspon dva tychto kriviek sii f (¢9) =0, f' (t9) =0
a f"(tg) = 0. Kvoli prehTadnejsiemu zapisu budeme v dalsej casti dokazu miesto

parametra to zjednodusSene pisat ¢t. Dostavame teda rovnice pre nezname S, r a §:

(P(t) — S,P(t) — S) — 61> = 0 (3.2)
2P(t) — S, P'(t)) = 0 (3.3)
2(P(t) — S, P"(t)) + 2(P'(t), P'(t)) = 0 (3.4)

Z druhej podmienky mame P’ 1 P(t) — S, takze plati P(t) — S = cn. Konstantu c¢

vypocitame 7 tretej rovnice:
(P'(t), P'(t))
(n, P"(t))
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Zrovnostin =1 t =

PO (PO PP, P )
(P(0), P'(O)]: PO, Py

Pouzitim vztahu z predchadzajice) poznanky dostavame:

PO PP @ PO (P, P 1

—sgn(P(t), P'(t)) det(P'(t), P"(t))  det(P'(t),P"(t)) k'

Nakoniec z prvej rovnice dostavame, Ze c*(n,n) = dr? a teda § = sgnn = sgn k, ¢iZe

polomer tejto pseudokruznice je r = l. Vyjadrenie jej stredu vyzera nasledovne:

B (P/(1), PO
5= PO~ 4oy )"

Definicia 3.1.3:

Pseudokruznicu so stredom S = P(t) — ﬁn a polomerom r = - majucu s krivkou

1
k
styk radu aspon dva nazijvame oskulacnd pseudokruznica danej krivky. Navyse, ak
0 = —1, tak hovorime o priestorovej oskulacnej pseudokruznici a ak 6 = 1, tak

hovorime o casovej oskulacnej pseudokruznici.

Poznamka: Prechod od euklidovskej k pseudoeuklidovskej rovine sposobil, Ze
kym polomer oskula¢nej kruznice a oskula¢nej pseudokruznice st v oboch rovinach

vyjadrené rovnako, zmena nastava vo vyjadreni ich stredov, sta¢i porovnat vzorce

(1.3) a (3.1).

Pretoze v tejto praci pracujeme s krivkou a jej oskula¢nou pseudokruznicou a za-
ujimame sa o ich styk, je potrebné uviest vetu hovoriacu o vztahu oskula¢nej pseu-

dokruznice a krivky v spolo¢nom bode.

Veta 3.1.2 (|[BAKl11a]):
Nech P(t) = (x(t),y(t)) je parametricky vyjadrend krivka leZiaca v pseudoeukli-
dovskej rovine a nech bod Py = P (ty) = (v (to),y (to)) je neinflexny a nesvetelny
bod tejto krivky. Nech Py = P (t1) = (x (t1),y (t1)) a Po = P (t3) = (x (t2),y (t2)) su
dva rozne body tejto krivky také, Ze sa “blizia” k bodu Py a také, Ze t1 < tg < ty. Os-
kulacnd pseudokruznica tejto krivky je limitou poloh pseudokruznic prechddzajicich

bodom Py, P, a Ps.
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Oskulacna pseudokruznica krivky leziacej v pseudoeuklidovskej rovine

Dékaz. Nech (x—a)?—(z—0b)*—06r* = 0 je rovnica pseudokruznice, ktora prechadza
bodmi Py, P; a P,. Definujme funkciu g(t) = (x — a)* — (z — b)? — 072, Je zrejmé,
ze plati: g(tg) = g(t1) = g(t2) = 0, pricom ¢; < ty < t5. Podla Rolleho vety
existuju také body P3 = P (t3) = (z(t3),y (t3)) a Py = P (t4) = (x (ts),y(t4)), Ze
ty <tz <tpaty<ty<tyaprederiviciu funkcie g plati: ¢’ (t3) = ¢’ (t4) = 0. Z toho

dostavame:

") =2y () -0y (t)

(y(ts) —b)y' (t3) =0, t1 < t3 <ty
(ta) = D)y (ta) =0, to <14 <1

/—\
v
| |
~~ —~
8
~—~
~
w
S~—
\_/
S
—~ —~
~
w
N~—
l\') l\D S

Ak na funkciu ¢’ (t) opét pouzijeme Rolleho vetu, dostaneme exitenciu bodu
Ps = P (t5) = (x(t5),y (t5)) takého, 7e t3 < t5 < t4 a pre druhi derivaciu funkcie g
plati: ¢” (t5) = 0. Z toho dostavame:

9" (ts) = 2 [(2' (t5))* + (x (ts) — @) 2" (t5)] — 2 [(v (t))* + (y (t5) — b) ¢ (t5)] = O
Prejdic k limite pre ¢ a t, idice k ty dostavame, 7ze aj t3, t4 a t5 ida v limite k 2.

7 tychto skutocnosti dostavame tri rovnice s tromi neznamymi:
( (to) — a)* = (y (to) = b)* = 6r* = 0 (3.5)

(x (t0) = a)a (to) = (y (o) = )¢ (t0) = 0 (3.6)
(& (10))° + ( (to) — @) 2" (t0) ]| = [ (80))° + (y (t0) = B) " (t0)| = 0

Vgimnime si, Ze tieto rovnice si vztahy (3.2), (3.3) a (3.4) zapisané v sturadniciach.
Riesenim daného systému rovnic je teda stred a polomer oskula¢nej pseudokruznice
krivky v bode Fy: S = P (tg) —

n(ty) ar = Limitna kruznica je teda

_1
k(t 1t k(to) "

oskula¢né pseudokruznica krivky O]

Poznamka: Predchédzajica veta hovori, Ze oskula¢na pseudokruznica je najtes-
nejSie prilozenou kruznicou ku krivke spomedzi vSetkych pseudokruznic zostrojenych

v danom bode.
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Poznamka: Z rovnic (3.5) a (3.6) dostavame nasledovné vyjadrenie staradnic

stredu oskula¢nej pseudokruznice:

(@ (t))” = (¥ (t))°)

' (to) y" (to) — 2" (to) ¥’ (to)y/ (to) (3.7)

= (to) —

(2 (t))” = (¥ (t0))°)

2’ (to) y" (to) — 2" (to) ¥ (to)

Priklad 17: Uvazujme euklidovski kruznicu P(t) = (rcost,rsint), t € (—3m, Im).

b=1y(t) — 2 (to) (3.8)

Stred a polomer oskulacnej pseudokruznice st vyjadrené takto:

S = (rcost,rsint) +rcos2t(cost, —sint), ak t ¢ {—1, 1,3, 2}

re = 7| cos2t|?

AN AR

: an| m
| /- \// N KD\

\ /
e (B e }
v s o 1 s 2 25 3 as Ts 4 &5

Obr. 3.2: Oskulac¢na pseudokruznica euklidovskej kruznice v parametroch t = 0,
t=%at=7%
6 3

Priklad 18: Uvazujme euklidovsku elipsu P(t) = (acost,bsint), t € (0,2m).
Ozna¢me vyraz a® sin® t—b? cos? t ako g(t). Stred a polomer oskulaénej pseudokruznice

st vyjadrené takto:

g(t)

S = (acost,bsint) — E(bcost, —asint), ak g(t) #0

ok
ab
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Obr. 3.3: Oskula¢na pseudokruznica euklidovskej kruznice v parametroch t = 0,
t=Zat=27%
6 3

Priklad 19: Uvazujme parabolu P(t) = (5—;,15), t € (—o00,00). Stred a polomer

oskula¢nej pseudokruznice st teda vyjadrené takto:

2 —p? t
S = (*p,t) + (1,1—9), ak [t| # p
3
I Uil K
=
e
. 7
5 \\ // 15

Obr. 3.4: Oskula¢na pseudokruznica paraboly v parametroch t = -2, t=0at =2

3.2 Evoluta krivky leziacej v pseudoeuklidovskej rovine

Rovnako ako v euklidovskej rovine, evolita krivky je poloha stredov vsetkych osku-

lacnych pseudokruznic krivky. Na zaklade toho zavadzame nasledovnu definiciu:

Veta 3.2.1 (|[BAK11al):
Evolita krivky bez jej inflexnijch a svetelnijch bodov je definovand ako krivka dand

predpisom E(t) = P(t) — ﬁn(t).
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Dékaz. Veta je dosledkom vety 3.1.1. [

Poznamka: Poznamenajme, 7Ze evolatu krivky vieme v stradniciach vyjadrit
vztahmi (3.7) a (3.8). Je omnoho Tahsie pouZif tieto vztahy na vypocet evolity

krivky.

Body evoluty krivky leziacej v pseudoeuklidovskej rovine maji podobné vlastnosti
ako v pripade, 7e uvazujeme euklidovsku rovinu. O tychto vlastnostiach hovori d'alsia

veta.

Pripomenme, ze vrchol parametrickej krivky P(t) je bod P(ty), v ktorom je prva
derivacia krivosti nulova, t.j. plati: '(to) = 0. Bod P(to) nazyvame oby¢ajny vrchol,
ak plati: £'(to) = 0 a k”(ty) # 0. Regularny bod krivky je taky, ze P'(t) # 0. Uva-
zujme krivku zadand prirodzenou parametrizaciou. Pouzitim Frenetovych vzorcov

sa ukaze, 7e pre prvé tri derivacie evoluty plati:

) - <2k:”(t) - 3<k'<t>>2> o)+ (W) . ]fo)) B 6/{'(;21;:)@) . 6(/;'4(;)?) n)

Veta 3.2.2 (|[BAKl11al):
Nech P(t) je krivka dand parametricky a nech E(t) je jej evolita.

1. Bod E(ty) evolity je requldrny prdve vtedy, ak bod krivky P(ty) nie je vrcholom
danej krivky.

2. Ak je bod P(ty) krivky obycajngm vrcholom, tak bod E(ty) evolity je bodom

vratu prvého druhu.

Doékaz. 1. Tvrdenie vyplyva priamo z (3.9).
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2. Z prvého tvrdenia vyplyva, ze ak P(to) je vrcholom krivky, E(tg) je singularnym
bodom evoluty. Z (3.10) a (3.11) vyplyva, Ze pre druht a tretiu derivaciu evolity
v obyc¢ajnom vrchole plati:

E"(t0) = %mm

k//(to)
k2(to)

k/l/ (to)

E/N(t()) =2 k2—(t)n(t0)

t(to) +

Je zrejmé, ze vektory E”(ty) a E"(to) s linedrne nezavisle, takze E(ty) je
bodom vratu prvého druhu.

]

Poznamka: Poznamenajme, Zze rovnaki veta o evolite a jej bodoch plati aj v

euklidovskej rovine (veta 1.3.1).

Priklad 20: Z prikladu 17 vyplyva, Ze evoliuta euklidovskej kruznice

P(t) = (rcost,rsint), t € (—1m, I7) je vyjadrena nasledovne:
E(t) = (rcost,rsint) + rcos 2t(cost, —sint), ak t ¢ {—im, i, 37, 27}

V stradniciach méame takéto vyjadrenie evolity euklidovskej kruznice: z(t) = 2r cos® t,
y(t) = 2rsin®t. Je zrejmé, Ze tato krivka je obrazom astroidy Q(t) = (cos®t,sin®t)

v afinnej transformécii o* = 2rz a y* = 2ry, pozri obrazok 3.5 vlavo.

Priklad 21:7 prikladu 18 vyplyva, 7ze evolata euklidovskej elipsy
P(t) = (acost,bsint), t € (0,27) je vyjadrena nasledovne:

E(t) = (acost,bsint) — @(bcost —asint), ak g(t) # 0

ab
V suradniciach mame takéto vyjadrenie evolaty elipsy: z(t) = 2 +b2 cos? t,

y(t) =2 240 gind ¢, Je zrejmé, 7e tato krivka je obrazom astroidy Q(t) = (cos®t,sin® ¢
b

a?+4b2 * a +b
a

v afinnej transformécii x* = ray = Y, pozri obrazok 3.5 v strede.

Priklad 22: 7 prikladu 19 vyplyva, Ze evolita paraboly P(t) = (;—;,t),

t € (—00,00) je vyjadrend takto:
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2 —p? t
E(t) = (*p,t) + (1,1—?), ak [t| # p
V suradniciach mame takéto vyjadrenie evoluty paraboly: z(t) = 2%152 - 5
y(t) = #t;‘. Je zrejmé, 7e tato krivka je obrazom semikubickej paraboly
Q(t) = (t*,1%) v afinnej transformacii =* = gz — § a y* = Sy, pozri obrazok
3.5 vpravo.
. 4 i - e
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Obr. 3.5: Evolata euklidovskej kruznice, euklidovskej elipsy a paraboly

Poznédmka: 7Z prikladu 21 a prikladu 22 jasne vyplyva, ze evoltuty paraboly a
elipsy v pseudoeuklidovskej rovine vyzeraji podobne ako tie v euklidovskej rovine,
pozri priklady 7 a 8. Na druhej strane, evoliuta euklidovskej kruznice z prikladu
20 je velmi odli$néa od evoluty v euklidovskej rovine z prikladu 6. Kym evoliata v
euklidovskej rovine degeneruje na jeden bod, v pseudoeuklidovskom pripade je to

krivka.

Poznédmka: V&imnime si, ze z obrazku 3.5 jasne vyplyva, ze na evoltatach uvazo-
vanych kriviek vznikaji body vratu prvého druhu prave v ich vrcholoch vypoci-
tanych v prikladoch 12, 13 a 14, tak ako o tejto vlastnosti bodov evolity hovori veta
3.2.2.

Poznamka: Ina velmi délezita vlatnost evoliuty v pseudoeuklidovskej rovine je,

ze krivka nepretima svoju evolatu [ST11|, Proposition 3.3. Ako je dobre zmame,
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toto neplati v euklidovskej rovine, lebo napriklad elipsa pretina svoju evolitu, pozri

obrazok 1.9.
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Projekt dizertacnej prace

V tejto kapitole navrhneme plan nasej dalsej prace. Nas vyskum bude zamerany
na Studium vybranych metrickych konstrukcii kriviek, ako st evolity, evolventy
a pedélne krivky. Pozornost bude venovana aj oskulac¢nej pseudokruznici krivky
leziacej v pseudoeuklidovskej rovine. Cielom bude skimat singularity vznikajice na

spominanych krivkach.

Kapitola je rozdelené do Styroch podkapitol. Kazda z nich opisuje moznosti vyskumu

v stanovenej oblasti.

Oskulac¢na pseudokruznica krivky

Oskula¢nej pseudokruznici krivky leziacej v pseudoeuklidovskej rovine je v tejto
praci venovani podkapitola 3.1. Opisali sme zékladné vlastnosti pseudokruznic,
ktoré si z pohladu euklidovskej geometrie rovnoosé hyperboly. Zadefinovali sme os-
kula¢nt pseudokruznicu krivky a uviedli jej zdkladné vlastnosti v pseudoeuklidovskej
rovine, pricom sme poukazali na odliSnosti oproti euklidovkému pripadu, ktoré su
sposobené zmenou skalarneho sic¢inu. Priklady v podkapitole 3.1 ndm umoznili ilu-

straciu oskula¢nej pseudokruznice vybranych kriviek.

V predchadzajicom vyskume sme sa zaoberali opisom styku krivky a oskulac¢nej
kruznice leziacej v klasickej euklidovskej rovine, pricom sme skiimali rad styku tychto
kriviek vo vrchole vyssieho radu. Vysledky dosiahnuté v tomto vyskume st opisané
v podkapitole 1.2. Zistilo sa, Ze ¢im mé spolo¢ny vrchol oskulacnej kruznice a krivky

vyssi rad, tym budi tieto krivky k sebe tesnejSie priloZzené v okoli spolo¢ného bodu.
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Prechodom k pseudoeuklidovskej geometrii sa euklidovska oskulac¢né kruznica meni
na oskula¢ni pseudokruznicu, ¢ize z euklidovského pohladu sa kruZnica nahradi
rovnoosou hyperbolou. Otvara sa teda otazka, ¢i rad styku krivky a oskulacnej
pseudokruznice bude opit zavisiet od radu spolo¢ného vrchola. Kedze styk kriviek
je afinna vlastnost, nemeni sa pri zmene euklidovskej roviny na pseudoeuklidov-
skia. Predpokladdme teda, 7Ze rad vrchola aj v tomto pripade ovplyvni rad styku
uvazovanych kriviek. Nasim ciefom je podrobne dokazat tuto vlastnost pre krivky a
k nim prislichajice oskula¢né pseudokruznice leziace v pseudoeuklidovskej rovine.
Idea postupu je rovnaké, ako sa uvadza v podkapitole 1.2. V prvom rade si vhodne
parametrizujeme oskula¢nt pseudokruznicu prirodzenou parametrizaciou a nasledne
vyjadrime derivacie n-tého radu tejto parametrizacie. Podobne budeme uvazovat
krivku dand prirodzenou parametrizaciou a pocitat n-ta derivaciu tejto parame-
trizacie. Velmi uzitoénym nastrojom pri tomto pocitani buda Frenetove vzorce
7z vety 2.2.5 a funkcie typu A,,(k) z definicie 1.1.16. Nasledne budeme uvazovat,
ze spoloénym bodom krivky a oskla¢nej pseudokruznice je vrchol vysSieho radu
a pouzitim definicie 1.1.17 ukézeme, ako rad spolo¢ného vrcholu ovplyvni rad ich

styku.

Evolata krivky v pseudoeuklidovskej rovine

Evolite krivky leziacej v pseudoeuklidovskej rovine je venovana podkapitola 3.2.
Zaviedla sa jej definicia a vo vete 3.2.2 sa ukézalo, Zze body evolity majia v tejto
rovine podobné vlastnosti ako v euklidovskej rovine. Vizualizaciou evolity niekto-
rych vybranych kriviek (obrazok 3.5) sa ukazalo, 7e v pseudoeuklidovskej rovine sa

evolita kruznice vyrazne 1isi od jej evoluty v euklidovskej rovine.

Vieme, Ze vrcholom krivky prislicha na jej evolate singularny bod. Cielom je ski-
mat, ako rad vrchola krivky ovplyvni singularitu vznikajicu na evolate. Budeme sa

snazit najst suvis medzi rddom vrchola krivky a typom singularity na evoltte.

Pri sktimani singularit bude nase usilie zamerané na preskiimanie konkrétnych pri-
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kladov, na zéklade ktorych sformulujeme hypotézu hovoriacu o suvise radu sin-
gularity bodu evoluty krivky a vrcholu krivky. Na zdklade nej vyslovime tvrdenie
hovoriace o tomto vztahu, ktoré sa budeme snazit dokazat. Opéit budeme pracovat
s derivaciou evolity vSeobecného radu. KedZze uz jej tretia derivacia sa ukazuje byt
pomerne komplikovana (pozri (3.11)), pri vyjadreni n-tej derivacie budeme opét pra-

covat s funkciami typu A,, (k). Samozrejmostou je pouzivanie Frenetovych vzorcov.

Z vizualizacie evolut (obrazok 3.5) sa vynaraju dalgie hypotézy o evolutach. Pre
nesvetelné body krivky nie je evolita definované, lebo v nich nie je definovana
krivost. Podla obrazku 3.5 by sa dalo ocakavat, Ze prejdic k limite pre parameter
bliziaci sa k hodnote parametra svetelného bodu sa da chybajici bod evoluty dodefi-
novat tak, aby vznikla regularna krivka. Okrem toho sa z vizualizacie da usudit aj
to, ze evoluta uzavretej krivky lezi vzdy vo vonkajsej oblasti vzhladom na povodni
krivku. Dalsim z cielov bude presnejsia formulacia a dokaz tvrdeni hovoriacich o

tychto vlastnostiach evolity.

Evolventa, rovnobezné krivky a pedalne krivky v pseu-
doeuklidovskej rovine

Konstrukcie evolvent, rovnobeznych a pedalnych kriviek patria medzi metrické
konstrukcie. Tieto krivky a ich vlastnosti si relativne podrobne opisané v eukli-
dovskej rovine. Rovnako ako na evoltte, aj na tychto krivkach vznikaja v euklidov-
skej rovine singulédrne body. Ich definicii a opisu singularit na nich vznikajucich st

venované podkapitoly 1.3.2, 1.3.3 a 1.3.4.

Evolventam, rovnobeznym ani pedalnym krivkam sme sa v doterajsom vyskume
nevenovali. Nagim cielom je zaviest ich definicie a vyslovit tvrdenia o singularitach na
nich vznikajicich v pseudoeuklidovskej rovine. Tieto tvrdenia buda pravdepodobne
velmi podobné tym, ktoré platia v euklidovskom pripade. Nésledne sa budeme ve-

novat klasifikacii singularit tychto kriviek, ktoré v pripade evolventy prislachaja vr-

62



cholom rézneho radu na krivke a v pripade pedalnej krivky inflexnym bodom rézneho
radu. V pripade rovnobeznych kriviek budeme skiimat singularity pre situaciu, ked

je odpovedajici bod pévodnej krivky vrcholom Tubovolného radu.

Singularity vznikajtice na rovnobeznych krivkach v euklidovskej geometrii boli spra-
cované v diplomovej praci [MAK11]. Singularitami na pedalnych krivkach v eukli-

dovskom pripade sa venuje pripravovana diplomova praca [FOL12].

Vizualizacia dosiahnutych vysledkov

Sucastou naSej budtcej prace bude aj vypracovanie vizualiza¢nych néastrojov, ktoré
budu sluzit na priblizenie vysledkov dosiahnutych pocas nasho vyskumu. Tieto vy-
sledky priblizime nielen formou obrazkov, ale aj animécii. Tie mo6zu podporit tvorbu
novych hypotéz o vlastnostiach skiimanych metrickych konstrukcii kriviek a singu-

larit na nich vznikajtcich.
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