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Abstrakt

BAKUROVA, Viktoria. Styk krivky a oskula¢nej kruznice vo vrchole vyssieho radu
[rigor6zna pracal. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a

informatiky; Katedra algebry, geometrie a didaktiky matematiky. Bratislava: FMFT
UK, 2010.

Rigorozna praca Styk oskulacnej kruznice a krivky vo vrchole vyssieho rddu sa za-
obera problematikou styku krivky a k nej zostrojenej oskulacnej kruznice vo vrchole
vys8ieho radu. Kedze tato praca vznikla ako pokracovanie diplomovej prace Osku-
lacnd kruznica krivky vo vrchole vyssieho rddu, pre aplné pochopenie celého textu
prace by mal byt ¢itatel oboznameny aj s niektorymi pojmami, ktoré sa objavuju

v texte diplomovej prace.

Hlavnym ciefom prace je ukazat, ako rad spolo¢ného vrchola krivky a oskulac¢nej
kruznice ovplyviiuje rad styku tychto dvoch kriviek. Ukazuje sa, ze oskulacna kruznica
je ku krivke tym tesnejSie prilozena, ¢im je rad ich spolo¢ného vrchola vyssi. Vyslovené

tvrdenia sa v praci ilustrované aj pomocou obrazkov.

Klacové slova: krivka, prirodzend parametrizicia krivky, styk kriviek, oskulacna

kruznica, vrchol krivky, vrchol vyssieho rddu
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Uvod

Motivacia pre vznik prace Styk krivky a oskulacnej kruznice vo wvrchole vyssSieho
radu vznikala postupne v ¢ase tvorby inej prace s podobnym nazvom a predsa inym
obsahom. Je to praca Oskulacnd kruznica krivky vo vrchole vyssieho rddu, ktora bola
na jar roku 2010 dspe$ne obhajena ako diplomova praca na Fakulte matematiky,

fyziky a informatiky na Univerzite Komenského v Bratislave.

Spominana diplomova préaca sa zaobera vzajomnym vztahom oskulac¢nej kruznice
a krivky vo vrcholoch vyssieho radu. V literatire zaoberajtcej sa pojmom rovinné
krivka a oskula¢na kruznica sa méalokedy spomina pojem vrchol vyssieho radu. Preto
bolo zaujimavé zistit, ze rad vrcholu a oskula¢na kruznica maja sivis. Zistilo sa, 7e
vzajomné poloha oskulacnej kruznice a krivky v okoli ich spolo¢ného bodu zavisi
od parity radu vrchola, v ktorom je oskula¢nd kruznica k danej rovinnej krivke

zostrojena.

Pri vizualizacii vysledkov dosiahnutych v praci Oskulacnd kruznica krivky vo vr-
chole vyssieho rddu sa Crtala ind zaujimava vlastnost oskula¢nej kruznice a krivky
vo vrchole vysSieho radu. Vznikla hypotéza, Ze rad vrcholu méa suvis aj s rddom
styku tychto dvoch kriviek. Této hypotéza sa v ramci tvorby diplomovej prace kvoli

¢asovym obmedzeniam nedokazala ani nevyvratila.

Tato praca poskytuje dostato¢ny priestor na to, aby sme spominant hypotézu ove-
rili. Systematicky budujeme tvahy o styku krivky a oskulacnej kruznice v roznych
bodoch krivky, vyslovujeme pomocné vety, ktoré nasledne dokazujeme a postupne

sa dopracujeme az k vysloveniu hlavného tvrdenia prace, ktoré hovori o vztahu radu



spolo¢ného vrchola krivky a oskula¢nej kruznice a radu styku tychto kriviek.

Praca je rozdelena na dve kapitoly. Prva kapitola je zhrnutim zakladnych pojmov a
viet z prace Oskulacnd kruznica krivky vo vrchole vyssieho rddu, ktorych osvojenie
je nevyhnutné k porozumeniu tejto prace. Hlavna cast prace tvori druha kapitola
nazvana Styk krivky a oskulacnej kruznice vo vrchole vyssieho radu. V tejto kapitole
st vyslovené a dokdzané tvrdenia hovoriace o styku krivky a oskula¢nej kruznice vo
vSeobecnom bode a v oby¢ajnom vrchole. Nasledne sa hovori o vztahu radu styku a

radu vrchola, ktory je spoloé¢nym bodom tychto kriviek.



Kapitola 1

Rovinné krivky a ich vybrané

vlastnosti

Vzniku tejto prace predchadzal vznik diplomovej prace s ndzvom Oskulacnd kruznica
krivky vo vrchole vyssieho rddu. V diplomovej praci sa zistovalo to, aka je vzajomné
poloha oskula¢nej kruznice a krivky vo vrcholoch rézneho radu. Pri tvorbe tejto
prace sa objavila ind zaujimava vlastnost kriviek, ktora suvisi so stykom oskula¢nej
kruznice a krivky vo vrchole vyssieho radu. V tejto praci sa budeme snazit ukazat,
ako rad styku oskula¢nej kruznice a krivky zavisi od rddu spolo¢ného vrchola tychto
dvoch kriviek.

Kedze tato praca vychédza uZz zo spominanej diplomovej préace, predpokladame,
7e Citatel ovlada zakladnu tedriu tykajicu sa rovinnych kriviek a je oboznameny s
pojmami, ktoré sa objavili a pouzivali v praci Oskulacnd kruznica krivky vo vrchole
vyssieho rddu. V prvej kapitole tejto prace uvedemie iba zhrnutie najdolezitejsich
pojmov tykajucich sa kriviek a vyslovime tvrdenia, ktoré budia v praci dalej pouZi-
vané. VSetky dokazy, odvodenia a dalSie vysvetlenia najde ¢itatel v diplomovej praci
[BAK10], ako aj v literatire zaoberajicej sa rovinnymi krivkami, napr. [GIB01],

[BOO7|, [JE09], [SCH10]|, [BCPO03].



Zhrnutie potrebnych poznatkov o krivke

1.1 Zhrnutie potrebnych poznatkov o krivke

Kedze v praci budeme pracovat s krivkou, ktoréd je dana prirodzenou parametriza-
ciou, preto aj vety, ktoré uvedieme, sa budu tykat vicsinou krivky vyjadrenej v
prirodzenej parametrizacii. Na tvod uvedieme definiciu parametrizacie krivky a

definiciu prirodzenej parametrizacie krivky a jej zdkladné vlastnosti.

Definicia 1.1.1 (Parametrické vyjadrenie krivky v rovine):
Pod parametrickym vyjadrenim krivky v rovine rozumieme bodovi funkciu jednej
premennej P : I — E?, kde I C R, pricom poZadujeme hladkost a regquldrnost tejto
funkcie. Pod hladkostou zobrazenia P (t) = (x(t),y(t)) rozumieme skutocnost, Ze
v kaZdom paramelri t maju vysledné komponenty x a y derivdcie vSetkych rddov.

Reguldrnost zobrazenia znamend, Ze pre lubovolné t € I je P'(t) # 0.

Na zaklade zavedenia pojmu parametrického vyjadrenia krivky teraz mézeme krivku
chapat takto: krivka je uréend svojou parametrizaciou, t.j. hladkou a regularnou (az

na vynimku kone¢ného po¢tu bodov) bodovou funkciou jednej premenne;j.

Definicia 1.1.2 (Prirodzen4 parametrizacia krivky [JE09]):
Krivka je dand prirodzenou parametrizdciou prdve vtedy, ak pre lubovolné t € (a,b)

plati, Ze |P' ()| = 1.

Veta 1.1.1 (|[BO07)):

Zikladné vlastnosti prirodzenej parametrizdacie su:
1. |P'(s)| =1

2. P"(s) L P'(s)

9. t(s) ~P'(s), n(s) = %

Veta 1.1.2 (Vektor doty¢nice a normaly krivky [BOO07]):
Na dotycnici a normdle krivky v jej neinflexnom bode leZia jednotkové wvektory

t a n, ktoré vznikaju ortonormalizdciou vektorov P a P”:



Zhrnutie potrebnych poznatkov o krivke

Pl (P/P/)P// _ (PlPl/)P/
n—=—

t =
|p/” ’(P’P’)P”—(P’P”)P”

Nazyvaji sa vektor dotycnice a normdly krivky.
Poznamka: Ortonormalne vektory t a n tvoria Frenetov repér krivky v rovine.

Definicia 1.1.3 (Krivost krivky danej parametricky [BOOT7]):
Krivost rovinnej krivky k(t) v bode krivky P(t) je definovand ako c¢islo

_ 14t (P, P'(0)
N T

Definicia 1.1.4 (Krivost krivky danej prirodzenou parametrizaciou, [BO07]):
Krivost rovinnej krivky k(s) v bode krivky P(s) danou prirodzenou parametrizdciou
je definovand ako c¢islo k (s) = |t/ (s)| = |P" (s) |, kde t (s) je vektor dotycnice danej

krivky.

Veta 1.1.3 (Frenetove vzorce, [SCH10]):

Pre rovinni krivku danid prirodzenou parametrizdaciou plati:

t'(s)=k(s)n(s) (1.1)
n' (s)=—k(s)t(s) (1.2)

Definicia 1.1.5 (Oskula¢na kruznica rovinnej krivky, [BOO08|):
Oskulacnou kruznicou krivky v reguldrnom bode P (t) nazjvame kruznicu so stredom

v bode S(t) a s polomerom r (t), kde S (t) je stred krivosti vyjadreny vztahom
S(t) = P(t)+r (t)n(t)

a r(t) je polomer krivosti v bode P (t) dany ako

1 1
=50 TP

Poznadmka: 7 vyjadrenia stredu oskulac¢nej kruznice vyplyva, 7ze tento bod lezi

na normale krivky v danom bode.



Zhrnutie potrebnych poznatkov o krivke

Obr. 1.1: Oskula¢né kruznica krivky

Zdroj: Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Osculating circle.svg

Definicia 1.1.6 (Obycajny vrchol krivky [BO0S§]):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a bod P (ty), to € I je jej vrchol. Vr-
chol P (ty) sa nazgva obycajny vrchol rovinnej krivky, ak pre krivost krivky plati:
K (to) =0 a k" (tg) # 0. Obycajny vrchol krivky budeme nazyval vrcholom prvého

radu.
Poznamka: Body krivky, ktoré nie si vrcholmi, nazyvame vSeobecné body krivky.
Definicia 1.1.7 (Vrchol vyssieho radu [GIBO01]):
Nech je dand rovinnd krivka P (t), t € I a nech P (ty), to € I je jej vrchol taky,
Ze k' (tg) = 0,..., k¥ (t,) = 0, k > 2. Potom vrchol P (ty) nazjvame vrchol aspor
k-teho radu krivky P (t).
Hovorime, Ze krivka md v bode P (to), to € I wvrchol radu prdve k prdve vtedy, ak
pre derivdcie krivosti tejto krivky plati: k' (to) = 0,..., k" (to) = O AKF+D (o) £ 0,
k> 2.
Definicia 1.1.8 ([BAK10]):

Majme dani funkciu ¢ : R™ — R, m > 1, diferencovatelni o taki, Ze splia

6



Zhrnutie potrebnych poznatkov o krivke

podmienku: ¢ (200,...,0) = 0 pre vsetky xy € R. Oznacme A,, mnoZinu vsetkijch

funkcit, ktoré magiu tieto vlastnosti, teda:
Ay ={p: R™ = R, ¢ je hladkd a ¢ (200, ...,0) =0 pre vSetky o € R}, m > 1

Definicia 1.1.9 ([BAK10]):
Nech je dand funkcia ¢ majica vlastnosti uvedené v predchddzajicej definicii, teda
© € A, m > 1, nechk: I — R jehladkd funkcia a k™ (s), ..., k™ (s),s € I sijej
prislusné derivdcie. Potom mnozinu vsetkych zloZengjch  funkcit

F(s)=¢(k(s), kW (s),..., k"™ (s)),s € I budeme oznacovat A, (k) a teda plati:
A (k) = {F (s) = @ (k (s), kD (5) ..., k™ (s)) ;s e [INp € Ay}, m > 1
O funkcii z mnoZiny A,, (k) budeme tieZ hovorit, Ze je funkciou typu A, (k).

Poznamka: Pre dant hladku funkciu f(s) je funkcia F'(s) funkciou typu A,, (k)
préave vtedy, ked existuje taka funkcia ¢ z A,,, 7e F(s) = @(k(s), ..., k™ (s)).

Poznamka: Dovod, preco uvadzame mnozinu funkcii A,, (k) je ten, Ze v niekto-
rych vypoc¢toch v d'alSej ¢asti prace sa stretneme préave s funkciami z tejto mnoziny,
ktoré obsahuju rozne kombinécie krivosti krivky (hladkej funkcie) a jej derivacii,
pri¢om nie vzdy je dolezity presny tvar tychto funkcii. Staci vediet, derivacie ktorého

najvyssieho radu obsahuj.

Veta 1.1.4 (Pravidla pre pocitanie s funkciami typu A, (k), [BAK10]):
Nech m, n su prirodzené ¢isla a nech a (k, o k(m)) € An(k), b (k, . l{:(”)) € A, (k),
c € R. Potom:
1. ka (k,... k™) € A, (k)
2. kMa (k,...k"™) € A (k), kde | = max {m,n}
3. a(k,...k™) +0b(k,...k"™) € A (k), kde | = max {m,n}
4. ca(k,...k™) € A, (k)
5. (a (k... k() € Ay (K)



Zhrnutie potrebnych poznatkov o krivke

Poznamka: V tejto praci budeme ¢asto pracovat s derivaciami réznych radov.
V dalsom texte budeme pod nultou derivaciou funkcie f rozumiet funkciu samu, to

znamena, ze (0 = f.

Po zhrnuti najdoélezitejsich poznatkov o rovinnej krivke, oskula¢nej kruznici a o
vrchole vysgieho radu, ktoré sa dalej v praci objavuju a pouzivaji, mozeme pristapit
k vysloveniu tvrdeni tykajicich sa hlavnej témy prace, a to styku oskulac¢nej kruznice

a krivky.



Kapitola 2

Styk krivky a oskula¢nej kruznice vo

vrchole vysSieho radu

2.1 Styk kriviek

Ako aj samotny nézov prace a tejto kapitoly napoveda, v tejto kapitole sa budeme
blizsie zaoberat pojmom styk kriviek a neskor ukazeme, ako savisi styk krivky a jej

oskulac¢nej kruznice s vrcholom vyssieho radu.

Definicia 2.1.1 (Styk kriviek, [BO07]):
Nech Py(s) a Py(s) su rovinné krivky vyjadrené v prirodzenej parametrizdcii. Potom
hovorime, Ze krivky Pi(s) a Py(s) maju v spoloénom bode Py(so) = Pa(sq) styk rdadu
aspon k, ak plati:
P (so) = P{(so)  Vi=0,... .k

Krivky Pi(s) a Py(s) maji v spolocnom bode Py(sg) = Pa(so) styk rddu prdve k, ak
plati:
P(s0) = Py (s0) Vi=0,....k A PV (se) # P8V (s0)

7 predchadzajicej definicie je zrejmé, ze styk kriviek vyjadruje, ako "tesne"su dve

krivky v spolo¢nom bode k sebe prilozené. Samotné definicia styku dvoch kriviek sa

9



Styk kriviek

na zistovanie radu styku pouziva malokedy, pretoze najst prirodzeni parametrizaciu
krivky nemusi byt vzdy jednoduché. Aj ked v tejto praci budeme tito definiciu na
zistovanie radu styku krivky a jej oskulacnej kruznice pouzivat, pre tplnost teorie
hovoriacej o styku kriviek uvedieme vetu, ktora umoznuje zistovanie styku kriviek
s Tubovolnou, nie nutne prirodzenou parametrizaciou. Vetu uvedieme bez dokazu.

Ten citatel najde v literatire pojednavajicej o krivkach.

Veta 2.1.1 (Beta podmienky styku radu 2, [BOO07]):
Krivky Py(t) a Py(t) maji v spoloénom bode Py(t1) = Py(ts) styk rddu 2 prdve uvtedy,

ked existuji také ¢isla 31 a (o, pricom (1 # 0, Ze plati:
Py (t2) = BiP{ (1),
Py (t2) = BEP) (1) + B2y ().

Poznamka: Predchidzajica veta hovori o beta podmienkach styku radu 2. Ana-
logicky sa daji napisat aj beta podmienky styku vyssieho radu. Napriklad, pre styk
rddu 3 by k uvedenym podmienkam pribudla podmienka v tvare

P (ty) = B3P (1) + 3815, P (1) + B PV (1),

Poznamka: Podmienky styku radu 2 maju analogickt Struktiru ako vzorce pre
vypocet prvej a druhej derivacie zlozenej funkcie. Tato podobnost nie je ndhodna a

plati aj pre styk radov vyssich ako 2.

Pretoze v tejto praci pracujeme s krivkou a jej oskulacnou kruznicou a hovorime o
ich styku, je potrebné uviest vetu hovoriacu o vztahu oskula¢nej kruznici a krivky

v spolo¢nom bode.

Veta 2.1.2 (JOSC]):
Oskulaénd kruznica krivky P (t) v bode Py = P (to) = (x (to) ,y (to)) je limitou poloh
kruznic prechddzajucich bodom =) a dvoma roznymi bodmi
P = P(t1) = (x(t1),y(t1)) a P = P(ty) = (z(t2),y(t2)) , ktoré sa “bliZia”

k bodu Py, t.j. parametre t1 a ty idu v limite k ty a plati, Ze t; < ty < ts.

10



Prirodzenéa parametrizacia krivky a oskulacnej kruznice a ich derivacie

ERERN

N

Obr. 2.1: Oskula¢na kruznica krivky P v bode F, ako limita bodov bliziacich sa k
bodu Fy

Poznamka: Predchadzajica veta hovori, Ze oskula¢nd kruznica je najtesnejsie
prilozenou kruznicou ku krivke spomedzi vsetkych kruznic zostrojenych v danom
bode. Dokaz vety neuvadzame, najdete ho v praci Oskulacnd kruznica krivky vo

vrchole vyssieho radu [BAK10].

2.2 Prirodzena parametrizicia krivky a oskulacnej
kruznice a ich derivacie

V tejto praci sa budeme zaoberat radom styku oskula¢nej kruznice a krivky v
spolo¢nom vrchole, ak bude tento vrchol vyssieho radu. Pripomenme si, Ze ku kazdej
krivke vieme zostrojit v nejakom jej bode oskula¢niu kruznicu. Tato kruznica je naj-
tesnejSie prilozenou kruznicou k danej krivke spomedzi vSetkych kruznic prechadza-
jucich spolo¢nym bodom krivky a kruznice. O styku krivky a oskula¢nej kruznice
je zname, 7e je radu 2 alebo vyssi [GIBO1|(Lemma 8.2). Chceme ukazaft, ze rad ich

styku suvisi s rddom vrchola, v ktorom je oskula¢né kruznica zostrojena.

V celej podkapitole budeme predpokladat, ze krivka je dana prirodzenou parametriza-

ciou P;(s). Aby sme mohli na zistenie radu styku krivky a oskula¢nej kruznice pouzit

11



Prirodzenéa parametrizacia krivky a oskulacnej kruznice a ich derivacie

priamo definiciu hovoriacu o styku dvoch kriviek, potrebujeme aj oskula¢ni kruznicu
krivky vyjadrit v prirodzenej parametrizacii. Pretoze prirodzend parametrizacia
krivky nie je ur¢end jednozna¢ne, pouzijeme taki, ktord ndm naSe dalSie vypocty

podstatne zjednodusi.

Veta 2.2.1 (Prirodzend parametrizacia oskula¢nej kruznice krivky):
Nech Pi(s) je krivka dand prirodzenou parametriziciou. Potom oskulacni kruznicu

danii k tejto krivke v bode Py(sg) vieme v prirodzenej parametrizdcii vyjadrit takto:

Py(s) = S(so) — (7«0 cos i) n(so) + (ro sin i) t(s0),

To To

kde S(so) = Pi(so) + @no je stred oskulacnej kruznice, ro = @ je jej polomer,
t(so) je jednotkovy dotykovy vektor krivky Pi(s) v bode Pi(sy) a n(so) je jednotkovy
normdlovy wvektor krivky Pi(s) v bode Py(sg). Spoloényg bod oboch kriviek je

Pl(S()) = PQ(O)

Doékaz. Majme danua krivku a k nej zostrojent oskulaénii kruznicu v bode P;(sp).
Majme v tomto bode dany jednotkovy dotykovy vektor krivky t(so) a n(sg) jed-
notkovy normadlovy vektor krivky. Uvazujme sdradnicovi sdstavu umiestneni do
stredu oskulacnej kruznice taku, Ze jej siradnicové osi budu na seba kolmé a druhy z
nich bude prechadzat spoloénym bodom krivky a kruznice, ¢ize bodom
Pi(s0) = P2(0). Kedze o strede oskula¢nej kruznice vieme, 7e lezi na normale krivky
v spolo¢nom bode, je jasné, 7e prvy siradnicovy vektor zvolenej stiradnicovej si-
stavy je vektor —n(sg). Z toho vyplyva, ze druhy stiradnicovy vektor uvaZovanej
ststavy sturadnic je t(sg) a teda osklula¢ni kruznicu vieme pomocou prirodzenej

parametrizacie napisat ako Po(s) = S(sg) — (7’0 cos %) n(sg) + (7’0 sin %) t(sg). O

Poznamka: Kvoli prehladnosti zapisov v nasledujicom texte budeme parameter
s zo zapisov vynechavat a ak budeme uvazovat o parametri sy, pouzijeme miesto
neho jednoducho index 0, napriklad miesto P(sg) budeme pisat Fp, miesto n(sp)

napiSeme ng, a pod.
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\\ ST |

//
/,

Obr. 2.2: Parametrizacia oskula¢nej kruznice vo zvolenej stiradnicovej stustave

7 definicie styku dvoch kriviek vidime, Ze rad styku zavisi od derivacii vyssich radov
oboch kriviek. Pretoze budeme pracovat s tymito derivaciami, nasledujtce vety budu
hovorit o tom, ako vyzeraju derivacie radu n krivky P; a oskulac¢nej kruznice P,

danych prirodzenou parametriziciou.

Veta 2.2.2 (Derivacie n-tého radu prirodzenej parametrizacie oskula¢nej kruznice):
Nech Py(s) =Sy — (ro coS %) ny + (ro sin %) to je oskulacnd kruznica ku krivke P,
vyjadrend v prirodzenej parametrizdcii, kde Sy je jej stred, ro je jej polomer, to a ng
st jednotkovy dotykovy a normdlovy vektor krivky Py v ich spolocnom bode. Potom

pre derivdcie n-tého radu prirodzenej parametrizdcie tejlo krivky plati:

1. ak n je nepdrne, tak

n n+3 n— t
P (s) = (=1)"F =L sin — + (—=1)"7 -2 cos—, n>1
0 To To To
2. ak n je pdrne, tak
n n n t .
Pi(s) = (=1)5+! 1:81 cos — + (—1)2 nﬁl sin i, n>2

Doékaz. Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou.
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Prirodzenéa parametrizacia krivky a oskulacnej kruznice a ich derivacie

1. UkdZeme, 7Ze veta plati pre n = 1 a n = 2. Pre parametrické vyjadrenie
oskula¢nej kruznice plati: Po(s) = Sy — <r0 cos %) ny + <r0 sin %) to. Derivo-

vanim tohto vztahu dostavame:

(1) o5\ 1 s\ 1 .S S
Py (s) = —rg | —sin— | —ng + 19 | cos — | —ty = ngsin — + tocos —
To/ To To/ To T'o To
Vztah pre n = 1 naozaj plati. Naslednym derivovanim ukazeme platnost aj
pre n = 2.

1 1 t
P2(2)(s) =1y (cos i) —+ 1t (— sin i) R

To/ To To

2. Nech plati vztah pre vypocet derivacie n — 1-ého radu prirodzenej parametri-
zacie oskulacnej kruznice, ak n — 1 je neparne. Ukdzeme, 7e potom plati aj
vztah na vypocet n-tej derivacie parneho radu.

Vyjadrenim derivacie n — 1-ého rddu pre n — 1 neparne a naslednym derivo-

vanim dostavame:

Ty To To L) To To
n n S 2 o .S
= (—1)2" 1(cos—>+(—1)2 1(s1n—), n>2
n— n—
To To To To

Tym je vztah pre n parne dokazany.

3. Nech teraz plati vztah pre vypocet derivacie n — 1-ého radu prirodzenej para-
metrizacie oskula¢nej kruznice, ak n — 1 je parne, ukdzeme, Ze potom plati aj
vztah pre vypocet derivacie neparneho radu prirodzenej parametrizicie osku-
lacnej kruznice.

Vyjadrenim derivacie n — 1-ého radu pre n — 1 parne a naslednym derivovanim
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dostavame:

n—1 n-1,, Ng s n1 bty .S
PQ( J(s) = (1) +1Wj cos — +(=1) 2 —5sin—
0 0 To To

L) To To 0 To To
nt3 Il . n-1 Ty S
=(—1) sin— | +(—1 cos— |, n>1
=t 7’6”( 7’0> =) 7’31( 7"0)
Tym je vztah pre n neparne dokazany. O

Veta 2.2.3:
Majyme dani krivku Py vyjadreni v prirodzenej parametrizacii. Potom pre prvé styri

derivdcie tejlo krivky plati:

1. PV =

2. P® = kn

3. PP = kWn — k2t

4o P =n (k® — k%) + t (—3kkO)
Dokaz. Kedze krivku P, mame vyjadrent prirodzenou parametrizaciou, je jasné, 7e
pre jej prvi a druhi derivaciu plati: Pl(l) =ta Pl(z) = kn. Na zaklade toho ukazeme,

7e vztah plati pre n = 3 a pre n = 4.

Priamym derivovanim druhej derivacie danej krivky dostavame:
P = kWn — k%

Dalsim derivovanim dostidvame:

PO = k®n 4 kO (—kt) — k2 (kt) — 266Dt
—n (k® — ) +t (=3kkW)
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Veta 2.2.4 (Derivacie n-tého radu krivky danej prirodzenou parametrizaciou):
Magme dani krivku Py vyjadrenid v prirodzenej parametrizdcii. Potom pre derivdcie

n-tého radu tejto krivky plati:

1. ak n je nepdrne, tak

P =n (K" 4 a,(k, ... k"))

n+3

1 ((—1)Tk”‘1 bk, .. k("‘3))> n>5

_I_

2. ak n je pdrne, tak

P =n ()5 4+ kO 4k, k)

+t bk, .. k")) ;0> 6

kde k je krivost krivky a an(k, ..., k™) a by(k, ..., k") si funkciu typu A,_y(k)
resp. An—s(k).

Dokaz. Vetu dokdZeme matematickou indukciou.

1. Vztah z vety 2.2.3 pre vypocet Stvrtej derivacie krivky vieme pomocou funkcie

typu A, (k) napisat nasledovne:

Derivovanim tohto vztahu dostavame:

P = —kt(k® - k*) + n(k® — 38%kD)
+ kn (b (b, KY)) + t(ba(k, kDY)

Pouzitim vztahov pre pocitanie s funkciami typu A,, (k) z vety 1.1.4, vyjadrenie
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piatej derivacie bude mat nasledovny tvar:

PO =n (k® + a5(k, kD))
+t (K + bs(k, kW, kP))

kde as(k, kW) = —3k2kW + kby(k, kM) a bs(k, kW, k®) = —kk® + by(k, kD).
Tym je vztah pre n = 5 dokizany.

Dalsim derivovanim dostaneme vztah pre vypocet Siestej derivacie:

P = —kt(K®) + as(k, k) +n (kY + as(k, k)

+ kn (kA + b5(k’, ]{;(1)’ ]{;(2))) 4t (4/€3k(1) + b5(k‘, k,(l)7 k(2))/)

Pouzitim vztahov pre pocitanie s funkciami typu A,, (k) z vety 1.1.4, vyjadrenie

Siestej derivacie bude mat nasledovny tvar:

PO =0 (K + k@ + ag(k, KV, k)

+t (b (k, K KP E))

kde  ag(k, kM, ) = as(k, kWY +  kbs(k, kM k®)  a
b (k, kD k@ kO = —kk® — kas(k, kW) + 43D + bs(k, kD k?)). Ukazali
sme teda, 7e prvy krok indukcie plati.

2. Nech plati vztah pre vypocet deriviacie n — 1-ého radu krivky, ak n — 1 je
neparne. Ukdzeme, Ze potom plati aj vztah na vypocet n-tej derivacie parneho
radu.

Vyjadrenim derivacie n—1-ého rddu pre n—1 nepéarne a naslednym derivovanim

dostavame:

P =n (K" 4 gy (K, KO))
1 ((—1)"7“/{"*2 N k(”*“)))

_I_
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P = (=kt) (k" + apr (K, ... KO
+n (k" +ap (k... k7Y
+kn ((—1)”7“1«;”—2 b, .., k(”‘4))>

+t ((—1)%“(n — k3D 1 by (K, k(”‘4))’)

=n(k"? 4 a,_i(k, ... K"
(=) T kK2 4 kb (K, . EY))
+t(—kk™) £ (=k)an i (K, ..., k")

n+2

+ (=12 (n—2)k" kW 4 b,y (k.. kYY)

Pouzitim vztahov pre pocitanie s funkciami typu A,,(k) z vety 1.1.4, vyjadrenie

n-tej derivacie bude mat nasledovny tvar:

P =n (D)5 + KD (k.. KD))

+t (bu(k, ..., k")) ,n > 6,

kde a,(k,...,k®™) = a, (k... K" + kb, (k... k") a
bk, ... k™) = —kkO= 4 (=k)an_y(k, ..., k") +(=1)"2" (n—2)k" 3O +
bu_1(k,..., k"=9) . Tym je vzfah pre n parne dokazany.

3. Nech plati vztah pre vypocet derivacie n — 1-ého radu krivky, ak n je neparne.
Ukazeme, ze potom plati aj vztah na vypocet n-tej derivacie parneho radu.
Vyjadrenim derivicie n — 1-ého rddu pre n — 1 parne a naslednym derivovanim

dostavame:

P —q ((—1)"7“/#*2 FEOD (K. k(”*‘:’)))

+t (bor (k. KT
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n+1

P = (=kt) (=) F K2 4 KD e a (o KO

+n ((—1)"71(71 — k3D 1 k0D g (K, /4”*5))')

+ (—kn) (by1(k, ..., E"Y))

+t ((bpor (k... KYY)

—n((-1)"7 (n— 2k kO + £ La, oy (k, ... kDY

+ (—k) (bui(k, .. K9

FH((=1)"2 TRE2 4 (1) T REOY 4 (—k)ap_ (K, . .., KT

+ (b1 (k, ..., k™=

Pouzitim vztahov pre pocitanie s funkciami typu A,,(k) z vety 1.1.4, vyjadrenie

n-tej derivacie bude mat nasledovny tvar:

P =n (K" +a,(k,... k"))

n+3

+t ((—1)Tk”‘1 4 bk, .. k(”‘3))> > 5,

kde an(k,..., k") = (=1)"2 (n — 2)k"3kO + a,_i(k,... kDY
(k) (bpa (ks KDY s bk, KO = (1) Tk
(=K an_1(k, ..., k") + (by_y (K, ..., k"=9) Tym je vzfah pre n neparne

dokazany.

[]

Vety hovoriace o vyjadreni derivacie n-tého radu krivky a oskulac¢nej kruznice nam

v dalgich ¢astiach prace vyrazne pomozu a ulahcia pracu.
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2.3 Styk krivky a oskulac¢nej kruznice vo vSeobec-
nom bode a v obyc¢ajnom vrchole

V tejto podkapitole vyslovime a dokazeme tvrdenia hovoriace o rade styku oskulacne;j
kruznice a krivky v spolo¢nom bode, ktory je vSeobecnym bodom alebo obyc¢ajnym
vrcholom krivky. Nasledne na zéklade dokdzanych tvdeni vyslovime hypotézu, ktori

budeme overovat v dalSej ¢asti prace.

KedZe pri praci so stykom dvoch kriviek skimame styk v nejakom spolo¢nom bode
tychto kriviek, teda v bode Pi(sg) = P(0), pre jednoduchost dalsich vypoctov
polozime parameter sy = 0. Substiticiou s = u — sy vieme potom dalsie tvrdenia

zoveobecnit, platia teda pre Tubovolny parameter sq.

V dokazoch viet o rade styku krivky s oskula¢nou kruznicou budeme vzdy predpo-
kladat, ze krivka je vyjadrend v prirodzenej paramatrizacii Pi(s) a ze bod styku je
bod P;(0). Vektory Frenetovho repéru, krivost a polomer krivosti krivky v tomto
bode budeme kvoli jednoduchosti skratene zapisovat s indexom 0, teda tg, ng, ko, 7.
Oskula¢nit kruznicu v bode P(0) budeme vyjadrovat prirodzenou parametrizaciou

Py(s) z vety 2.2.1.

Veta 2.3.1 (Styk krivky a oskula¢nej kruznice vo v8eobecnom bode):
Krivka mad s oskulacnou kruznicou v lubovolnom spoloénom bode styk rdadu aspori 2.
Navyse, ak ich spolocny bod je vseobecnym bodom krivky, tak rdd ich styku je prdve

2.

Dokaz. Cheme ukazat, ze krivka a oskula¢na kruznica maju v lubovolnom spolo¢nom
bode styk radu aspon 2. To znamena, Ze prvé a druhé derivacie prirodzenych para-
metrizacii tychto kriviek sa v spoloé¢nom bode P;(0) = P5(0) rovnaji. Z viet 2.2.2
a 2.2.3 vieme, ze prva derivacia prirodzenej parametrizacie oskulacnej kruznice a

krivky vyzeraju nasledovne:

PV =t
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1 .S S
PQ( ) = ngsin — + tgcos —
To To

Dosadenim s = 0 do tychto derivacii dostaneme:
PP (0) = to = 27(0)

Takisto z viet 2.2.2 a 2.2.3 vieme, Ze druhé derivacia prirodzenej parametrizacie

oskulac¢nej kruznice a krivky vyzeraji nasledovne:

2
P® = kn
2 ng S to .S
P2( )= Deos = — Lsin—
To To To To

Dosadenim s = 0 do tychto derivacii dostaneme:

P1(2)(0> = ]{Zong

P (0) = 22 = kong
To

1
pretoze — = k.
To
V Tubovolnom spolo¢nom bode maju teda krivka a oskula¢né kruznica styk radu
aspon 2.
Nech teraz spolo¢ny bod P;(0) = P,(0) je vSeobecnym bodom krivky P;. Porov-

najme tretie derivacie prirodzenych parametrizacii oboch kriviek v tomto bode.

Pre tretiu derivaciu krivky podla vety 2.2.3 plati:
PP = Wn — k2
O bode, ktory nie je vrcholom krivky, vieme, ze k:[()l) # 0, preto tretia derivacia

krivky v bode P,(0) je vyjadrens ako P (0) = k{"ng — k2t # —k2to.

Pre tretiu derivaciu prirodzenej parametrizacie oskula¢nej kruznice plati:

3 g S tg S
P():——251 — — —5 0S8 —
Tretia derivacia prirodzenej parametrizacie osklula¢nej kruznice v spolo¢nom bode je
. to . . . L .
teda vyjadrend ako —— = —kjto. Teraz je uz jasné, 7e sa tieto derivacie nerovnaji, a
T

0
preto krivka a oskula¢né kruznica maja vo vSeobecnom bode, ktory nie je vrcholom,

styk radu prave 2.
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Obr. 2.3: Oskula¢nd kruznica krivky vo vSeobecnom bode, krivka a oskula¢né
kruznica maji v spolo¢nom bode styk radu prave 2

Veta 2.3.2 (Styk krivky a oskula¢nej kruznice v oby¢ajnom vrchole):
Krivka a oskulacnd kruznica krivky maji v spolocnom vrchole styk rddu aspon 3.
Navyse, ak ich spolocny bod je obycajnym vrcholom krivky, tak rdd ich styku je prdve
3.

Dokaz. Chceme ukazat, ze krivka a oskula¢na kruznica maji v spolo¢nom vrchole
styk rddu aspon 3. To znamend, Ze derivacie prirodzenych parametrizacii tychto
kriviek az do radu 3 sa v spolo¢nom bode P;(0) = P»(0) rovnaji. Z predchadzajice;
vety vieme, Ze prvé a druhé derivacie prirodzenych parametrizacii tychto kriviek sa
rovnaji v fubovolnom spolo¢nom bode. Staci teda uvazovat o ich tretej derivacii.

Z dokazu predchadzajucej vety vieme aj to, Ze PQ(B)(O) = —k}to a
PP(0) = k{"ng — k2to. KedZe pre vrchol krivky plati, ze k" = 0, tak
PI(S)(O) = —k2to a tym je rovnost tretich derivacii dokdzana. V spolo¢nom vrchole

maju teda krivka a oskulac¢na kruznica styk radu aspon 3.
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Nech teraz spolo¢ny bod P;(0) = P5(0) je oby¢ajnym vrcholom, teda vrcholom prave
prvého radu krivky P;. Porovnajme derivacie rddu 4 oboch kriviek v tomto bode.

Pre $tvrta derivaciu krivky podla vety 2.2.3 plati:
PY =n(k® — k) + t(—3kkD)
O bode, ktory je vrcholom radu prave 1, vieme, Ze k:él) =0A k((f) # 0, preto Stvrta

derivacia krivky v bode P;(0) je vyjadrena ako P{*(0) = no(k\® — k3) # —kdny,.

Pre stvrta derivaciu prirodzenej parametrizacie oskulac¢nej kruznice plati:

Tato derivacia prirodzenej parametrizacie osklula¢nej kruznice v spolo¢nom bode je

. . g N L. . . .,
teda vyjadrend ako —— = —k3ng. Teraz je uz jasné, 7e sa tieto derivacie nerovnaju
r
0
a preto krivka a oskula¢na kruznica maji vo vrchole radu prave 1 styk radu prave
3. O]

Obr. 2.4: Oskula¢na kruznica krivky v obycajnom vrchole, krivka a oskula¢né
kruznica maja v spolo¢nom bode styk radu prave 3
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2.4 Styk krivky a oskula¢nej kruznice vo vrchole
vysSieho radu

V predchéadzajicej podkapitole sme ukazali, styk akého radu maji oskulac¢né kruznica
a krivka vo vSeobecnom bode a v oby¢ajnom vrchole. Ak spoloénym bodom krivky
a oskulac¢nej kruznice je vSeobecny bod, teda taky, ktory nie je vrcholom, tak styk
tychto krivek je rddu prave 2. Ak spolo¢nym bodom krivky a oskula¢nej kruznice je
obyc¢ajny vrchol, teda vrchol raddu prave 1, potom krivka a kruznica maju styk radu

prave 3.

Z predchadzajucich tvrdeni sa da o¢akavat, ze rad styku krivky a oskula¢nej kruznice
v spolo¢nom bode stvisi s tym, aké vlastnosti méa spolo¢ny bod tychto kriviek. Ak by
sme vSeobecny bod krivky povazovali za vrchol nultého radu krivky, tak rad styku

tychto kriviek je prave o 2 vyssi. To isté plati aj pre vrchol prvého radu krivky.

Prirodzene sa preto vyslovuje hypotéza, ze krivka a oskula¢nd kruznica maja vo
vrchole radu [ styk rddu prave [ + 2. Ttto hypotézu v tejto podkapitole vyslovime
vo forme vety a nasledne ju dokdZeme. Predtym si vSak sformulujeme pomocné

tvrdenia, ktoré nam zjednodusia neskorsSiu pracu.

Veta 2.4.1:
Pre deriwvdciu n-tého rdadu prirodzenej parametrizdcie oskulacnej kruznice v bode

s =0 plati:

1. ak n je nepdrne, tak
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2. ak n je pdrne, tak

Dokaz. Tato veta je priamym dosledkom vety 2.2.2. Pre n-ti derivaciu prirodzenej

parametrizacie oskula¢nej kruznice podla tejto vety plati:

1. ak n je nepéarne, tak

ng S to S

P 1)5+1 cos — + (—1)2 sin—, n>2
= (CDE S cos o () e 0z
Dosadenim za s = 0 do tychto vztahov dostaneme priamo tvrdenie vety. O

Veta 2.4.2 (Derivacia krivky vo vrchole radu 1):
Majme dand krivku Py vyjadrend v prirodzenej parametrizdcii a nech v bode s = 0

md tdato krivky vrchol rddu |. Potom pre derivdciu radu [ + 2 tejlo krivky plati:
1. ak l+ 2 je nepdarne, tak
PI2(0) = (=1) % kg b0, 1 > 3
2. ak [+ 2 je pdrne, tak
PI2(0) = (=1) T kb ng, [ > 4

Doékaz. Vieme, ze pre vrchol radu [ v bode s = 0 plati: k:él) =...= k(()l) = 0. Z vety

2.2.4 méame, ze pre derivaciu krivky radu [ + 2 plati:
1. ak [ + 2 je nepéarne, tak

Pl(HQ) =n (k(l) +an(k,..., k(l_Q)))

+5

+t<@4)2k”1+kaV”,H“”D,123
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2. ak [ 4 2 je parne, tak

P1(1+2) —n <(_1)l+72+1kz+1 kO 4 ank,. .., k(z_g)))

+t (b(k, .. KDY 1> 4

Dosadenim bodu s = 0 do tychto vztahov dostavame:

1. ak [ + 2 je nepéarne, tak

P (0) = mg (K + an(ko, .., k§ )

+ ((_1)”75k3+1 +ba(ko - ., k:gl‘”)) 1>3
2. ak [ 4 2 je péarne, tak

P2 (0) = mo ((=1) 5P+ k) + anho, . K ))

+to <bn(k0, L kg—1>>) >4

Kedze krivka ma v bode s = 0 vrchol radu [, z jeho definicie vyplyva, ze
an(ko, ... 7%172)) =0 a b,(ko,..., k;(()l*l)) = 0. Preto predchadzajuce vztahy budu

mat tvar:
1. ak [ + 2 je neparne, tak
P (0) = ng (ké”) Tt ((—1)”7%3“), 1>3
2. ak [ 4 2 je péarne, tak
P2 (0) = ng ((_1)%“%“ + ké”), >4
Pre vrchol radu [ je aj k((]l) = 0, preto plati:
1. ak [ + 2 je nepéarne, tak

PI2(0) = (=1)F kb, > 3
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2. ak [ 4 2 je parne, tak
PI2(0) = (=1) T+ kb ng, 1 > 4
Tym je veta dokézana. O]

Veta 2.4.3:
Magme dand krivku Py vyjadrend v prirodzenej parametrizdcit a nech v bode s = 0
md tdto krivky vrchol rddu prdve . Potom pre derivdciu rddu | + 3 tejto krivky v

bode s = 0 neplatia vztahy vyjadrené vo vete 2.4.2.

Dokaz. Vieme, 7e pre vrchol krivky radu prave [ v bode s = 0 plati:
k(()l) = ... = k(()l) =0A k(()lﬂ) # 0. 7Z vety 2.2.4 mame, ze pre derivaciu krivky
radu [ + 3 plati:

1. ak [ + 3 je neparne, tak

Pl(z+3) —n (k(l+1) +an(k,.. ., k(l—l)))

Tt ((—1)“Tﬁkl+2 +ba(k, .. .,k@)) 1>2
2. ak [ + 3 je parne, tak

P — g ((—1)%3“1#*2 R 4ok, k(H)))

+t (ba(k,... . k")), 1>3

Dosadenim bodu s = 0 do tychto vztahov dostavame:

1. ak [ + 3 je neparne, tak

P (0) = ng (kg”” + an(ko, - . ., kéH)))

+ o ((—1)%6%*2 +bo(kos .- k:é”)) 1>
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2. ak [ 4 3 je parne, tak

P(0) = m (<) TV 4 K ok, k)

+ o (bn(ko,...,kg”),> 1>3

Kedze krivka ma v bode s = 0 vrchol radu prave [, z jeho definicie vyplyva, Ze
an(ko, -, kSTY) =0 a bu(ko, ..., k") = 0. Preto predchadzajtce vztahy budi maft

tvar:
1. ak [ + 3 je neparne, tak
P (0) = ng (k:é””) +to ((—1)%‘31@3”), [>2
2. ak [ + 3 je parne, tak
PI(0) = mo ((—1) 2 4+ k(D) 1> 3

Pre vrchol radu prave [ je k:[()lﬂ) # 0, preto sa tieto vztahy nerovnaji vztahom

uvedenym vo vete 2.4.2. O

Teraz uz mozeme vyslovit a velmi l'ahko dokazat vetu, ktora hovori o vzajomnom
vztahu radu derivacii krivky a jej oskula¢nej kruznice a radu vrchola, v ktorom maju

krivka a oskula¢né kruznica spolo¢ny bod.

Veta 2.4.4 (Rad styku oskulanej kruznice a krivky vo vrchole vyssieho radu):
Magme dani krivku Py o k nej zostrojeni oskulacni kruznicu Py a nech spolocngj bod
tychto krwek je vrcholom rddu aspoti [, potom krivka a oskulacnd kruinica maju v
tomto bode styk rddu aspon [ + 2.

Navyse, ak spolocny bod tiychto krivek je vrcholom rddu prdve [, potom krivka a

oskulacnd kruznica maji v tomto bode styk radu prdve | + 2.

Dokaz. Pre dokaz prvej Casti tejto vety staci ukazat, zZe v spolo¢nom bode, ktory je
vrcholom radu [, sa budt rovnat vSetky derivacie prirodzenej parametrizacie krivky

a oskula¢nej kruznice az po rad [+ 2. Rovnost tychto derivacii vyplyva priamo z viet
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Styk krivky a oskulacnej kruznice vo vrchole vyssieho radu

2.4.1 a 2.4.2, pretoze vrchol radu [ je aj vrcholom radu [ — 1.

Pre dokaz druhej ¢asti vety je treba teda uz len ukazat, ze v spolo¢nom bode, ktory
je vrcholom radu prave [, sa derivacia prirodzenej parametrizacie krivky a oskulac¢nej
kruznice radu [+ 3 nebudu rovnat. To vSak vyplyva priamo z viet 2.4.1 a 2.4.3. Tym

je veta dokazana. O

Predchadzajica veta hovori to, ze ¢im bude mat spolo¢ny vrchol oskula¢nej kruznice
a krivky vyssi rad, tym budu oskula¢né kruznica a krivka k sebe v okoli tohto bodu
tesnejSie prilozené. Tento vzajomny vztah krivky a oskulac¢nej kruznice ilustruji

nasledujice obréazky.

Obr. 2.5: Oskula¢na kruznica krivky danej predpisom f (z) = x® + 0,08z* + 0, 222
vo vrchole druhého radu pre x =0
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Obr. 2.6: Detail oskula¢nej kruznice krivky vo vrchole druhého radu, krivka a osku-
la¢na kruznica maju v spolo¢nom bode styk radu 4

Obr. 2.7: Oskula¢na kruznica krivky danej predpisom f (z) = 2% + 0,08z* + 0, 222
vo vrchole tretieho radu pre x = 0
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L

Obr. 2.8: Detail oskulacnej kruznice krivky vo vrchole tretieho radu, krivka a osku-
lacna kruznica maja v spolo¢nom bode styk radu 5

31



Zaver

Hlavnym cielom tejto prace bolo ukazat, aky je vzajomny vztah medzi radom styku
krivky a jej oskula¢nej kruznice a medzi rddom spolo¢ného vrchola tychto dvoch
kriviek. Praca obsahuje spracovanie zakladnej teorie tykajtcej sa styku rovinnych
krivek. Nasledne sa tato tedria aplikuje na vyslovenie a dokaz tvrdeni smerujtcich

k vysloveniu a dokazaniu hlavnej vety prace (veta 2.2.4).

Tato veta hovori o tom, ze ak zostrojime oskulac¢ni kruznicu krivky vo vrchole
radu [, tak krivka a oskula¢né kruznica budd mat v spolo¢nom bode rad aspon [+ 2
(pre ucely tohto tvrdenia povazujeme bod krivky, ktory nie je jej vrcholom, za vrchol
radu 0). To znamend, Ze ¢im je rad spolo¢ného vrchola krivky a oskula¢nej kruznice
vySssi, tym st k sebe tieto krivky tesnejSie prilozené v okoli spolo¢ného bodu, teda

tym je rad ich styku vyssi.
Skiamané vlastnosti krivky a oskula¢nej kruznice st v praci znadzornené ilustra¢nymi

obrazkami, ktoré vznikli pomocou programu vytvoreného k diplomovej praci Osku-

lacénd kruznica krivky vo vrchole vyssieho rdadu [BAK10].
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