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Tenzorovo-siticinové Bézierove zaplaty

. Uvazujme polynomicki funkciu f(u,v) = u? + 4uv +u — 1.

Zapiste graf f(u,v) ako tenzorovo-su¢inovi Bézierovu zéplatu (TSBZ) S nad defini¢nou oblast’ou
D :=(0,1) x (0,1).

Pozndmka: Treba najst’ ordinaty riadiacich vrcholov, ktorych abscisy si rovnomerne rozlozené
v danej defini¢nej oblasti.

Zapiste hrani¢né krivky zaplaty S ako

(a) polynomické krivky,

(b) Bézierove krivky, t.j. urcite stiradnice riadiacich vrcholov.
Vyéislite zéplatu S v bode (1/2,1/2) € D

(a) priamym vypoctom,
(b) algoritmom de Casteljau,

(c) prostrednictvom bilinedrneho vyéislenia.
Zapiste graf f(u,v) ako TSBZ nad D prostrednictvom poldrnej formy polynému f(u,v).

. Uvazujme bilinearnu zéplatu S s riadiacimi vrcholmi

Poo = (07072)3 P10 = (1707 _]-)v Po1 = (Oa ]-7]-)7 p11 = (1; 1,0)7

pricom plochu S chdpeme ako obraz oblasti D := (0,1) x (0, 1).
Urcite parametrické aj analytické vyjadrenie dotykovej roviny plochy S v obraze bodu (1/2,1/2) € D.

Dalej uvazujme kvadratickd Bézierovu krivku Q € D zadani v D riadiacimi vrcholmi
qo = (0,0), q1 = (Ovl)a q2 = (170)

Zapiste obraz krivky Q na ploche § ako Bézierovu krivku, t.j. urcite suradnice riadiacich vrcholov
obrazu Q.
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C*-spojité nadpajanie tenzorovo-sii¢inovych Bézierovych zaplat

. Uvazujme plochu S tvorenu dvoma tenzorovo-siuc¢inovymi bikvadratickymi zaplatami Sy, Sy s ria-
diacimi vrcholmi zadanymi na obr. 1; obe zaplaty si definované nad intervalmi, ktorych dlzka je v
oboch smeroch rovna 1.

Uvazujme krivku C; na tejto ploche, ktora prechadza stredom krizom cez obe zaplaty, Cize ide
o u-krivku pre v = 1/2 (pozri obr. 2).
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Obr. 1: Sturadnice riadiacich vrcholov podzaplat Sy (vlavo) a Sy (vpravo).

Vysetrite C*-spojitost’ zaplaty S pozde hrani¢nej krivky.

Vysetrite C*-spojitost’ krivky C;.

Zmeiite stradnice vrchola pi; resp. pig tak, aby krivka C; bola C''-spojit4.

. Uvazujme zdplaty S11 a Sio, pricom zdplata Si; vznikla zo zdplaty S (z predchdadzajicej dlohy)
upravou siradnic vrchola pyy, zéplata S19 tpravou siradnic vrchola pqg.

Vysetrite C*-spojitost’ kriviek Cy a C3, kde Cy je obrazom uhlopriecky defini¢nej oblasti zaplaty
a krivka Cs je u-krivka prislichajica parametru v = 1/4 (pozri obr. 2).

Pozndmka: C*-spojitost’ kriviek Co,C3 vySetrite na oboch uvazovanych plochich Si1,Syo.

Co

G

Cs

Obr. 2: Krivky Cy,Cs,Cs v defini¢nej oblasti D zaplat S11 resp. Sio.
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Trojuholnikové Bézierove zaplaty

. Uvazujme tri nekolinedrne body po,p1,p2 € A%(R) a definujme nimi barycentrickd stiradnicovii
ststavu B.

Urc¢ite barycentrické siradnice

(a) bodu A € Apopips; Specidlne vyjadrite v B vrcholy p;,i = 0,1, 2,

(b) bodov priamky ¢, ktord je rovnobeznd s niektorou stranou Apgpipe; Specidlne vyjadrite v B
stradnice bodov priamok uréenych stranami Apgpips.

. Zapiste graf polynému
F(u,v) = 34 6u — 2v — u? + duv + 20°

ako trojuholnikovii Bézierovu zaplatu 6> C R? nad definiénou oblast’ou
D2 = {(u,v) | u,v >0, u+v <1} C R?,
t.j. urcite suradnice jej riadiacich vrcholov. Ulohu rieste

(a) priamym vypoctom, t.j. dosadenim do predpisu

VR = Y BEk®) - pigns
i+j+k=n
kde n € N je stupen zaplaty b>(t).
Pozndmka: ijk(t) = (Jk) th ] t5 si Bernsteinove polynémy dvoch premennych stupiia n a
D* definuje barycentricki stistavu stiradnic, vzh'adom na ktorti pre t € R? plati t = (o, t1, t2)
at0+t1 +t2 = 1

(b) prerozdelenim defini¢nej oblasti D?, t.j. vyuzitim vlastnosti B (1),
(c) pouzitim poldrnej formy ¢* (f) polynému F(u,v).
Pre takto zapisant zaplatu urcite predpis hrani¢nych kriviek a vysledok overte.
Vypocitajte stiradnice bodu zéaplaty pre p = (1/1,1/2) € D* prostrednictvom
(a) priameho vycislenia,
(b) algoritmu de Casteljau,
(c) poldrnej formy polynému F'(u,v)
a urcite rovnicu dotykovej roviny zaplaty v tomto bode.

Prerozdel'te zaplatu v bode b>(p) pre p = (1/4,1/2) € D* a uréite siradnice riadiacich vrcholov
takto vzniknutych zaplat.
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C*-spojité nadpajanie trojuholnikovych a tenzorovo-sii¢inovych
Bézierovych zaplat

7. Uvazujme dve kvadratické trojuholnikové Bézierove zaplaty b* resp. ¢ definované nad oblast’ami
Dya = Apop1pa resp. Doa 1= Ap(p1p2, pozri obr. 3.

Dopoéitajte stradnice riadiacich vrcholov zaplaty ¢ tak, aby zéplaty b2 a ¢ boli na spoloénej
hranici napojené C'- resp. C?-spojito.

= (3,4)
(

(07 _272) A A
(

1,-1/2,2)

Pbo = (_170) p1 = (2a0) (07 _2a0) (2a _170) (37070)

Obr. 3: Definiéné oblasti Dya a D.a (vIavo) a stradnice riadiacich vrcholov zéplaty b® (vpravo).
Pozndmka: Sturadnice bodov pf, po, p1, p2 na obr. vlavo si afinné.

8. Uvazujme tenzorovo-siéinovii Bézierovu zéplatu PH bistupiia (2,3) resp. kubicku trojuholnikovi
Bézierovu zéplatu BS so stiradnicami riadiacich vrcholov

{pij|i=0,...,2;5=0,...,3} vesp. {bijr |i+j+k=3}

uvedenymi na obr. 4.

Vysetrite C'-spojitost’ zaplat. V pripade, ze nie st C'-spojité, zmeiite siradnice vrchola bi1;1 tak,
aby boli.

Do3 D13 P23 = boos
[
(2,3,8) (4727_2) (17271)

bioe= (—1,2,3)
boor = (8,1, -7)

poz2} P12} P22 = bo12
0,3, )] (3,3,-5)] 1,2 -1

b111= (0,—1,0)@b300 = (2,6,9)

po1} P11} P21 = bo21
(0,%,3) (5,-%,5) (270a3) bo10 = (%Ol)
Poof D10 P2 .= bo3o br2o=(=2,~1,3)

(0,0,1)  (3,4,-2) (0,1,1)

Obr. 4: Stradnice riadiacich vrcholov zéplat P2 a BA.
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Bilinearne a bikubicky stmelované Coonsove zaplaty

9. Uvazujme bilinedrne stmel’'ovanti Coonsovu zéplatu
st2 4+ (s2 =25+ 1)t +s
S(s,t) = Sc(s,t) + Sa(s,t) — Seals, t) = st? 4+ (s2—2s+2)t—s—1 ,
s+ (1—s)t2+4(1—s)t—s—1

kde s,t € (0,1) a

Sc(s,t) = (1 —8)co(t) + sca(t) je priamkova plocha s hraniénymi krivkami
t t?+1
co(t) = 2t —1 a cat)y=|t?+t—-2],
244t — 1 3 —2
Sa(s,t) = (1 —1t)do(s)+ tdi(s) je priamkova plocha s hraniénymi krivkami do(s), d1(s),
Sea(s,t) = (1—s5 s)- <é g) . <1 ;t> je bilinedrna zéplata s rohovymi vrcholmi A, B, C, D.

Urcite predpisy kriviek do(s), di(s) a zéplat S.(s,t), Sa(s,t).
Overte CY-kompatibilitu hraniénych kriviek zaplaty S(s,t).
Ukéite, 7e A= 60(0) = do(O), C= 61(0) = do(].), B = 00(1) = dl(O), D= 01(1) = dl(].)

10. Zostrojte bikubicky stmel’ovanti Coonsovu zdplatu S(s,t) nad (0,1) x (0, 1) interpolujiicu hrani¢né
krivky

t t 0 1
co(t) = 0 ,alt)y=111], do(s) = 52 , di(s)=1|s
t—t2 3 s—s2 S

Overte podmienku C%-kompatibility vstupnych kriviek.

Dopocitajte predpisy vektorovych funkcii &;(t), f;(s),i € {0,1} tak, aby vysledna zaplata bola
C2-kompatibilng; uvazujte hodnoty twistov

1 -1 0 1
too=|0],tw0=|(2|,t1=(0],t11={0
—1 0 2 0
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Obr. 5: Vysledna plocha S(s,t).
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Pozndmka: Zéplata S(s,t) je definovand ako
S(s,t) = Ses,t) + Sals,t) — Seals,t)

s tvoriacimi zaplatami

Sesit) = Hg(s)eo(t) + Hi(s)eo(t) + H3 (s)er (t) + H3(s)ex(t),
Sa(s,t) = Hy(t)do(s) + H{ (1) fo(s) + H3 (t) fi(s) + H3 (t)da(s),
HY(s)\' (co(0) fo(0) Fi(0) co(1)\ [HE(1)
Soals,) = Hi;(s), (0) oo tor  eo(1) H (1)
¢ ’ HQ(S) 61(0) th 71511 61(1) Hg’(t) ’
Hi(s)) \er(0) fo(1) fr(1) e(1)) \H(1)

kde H3(X),i = 0,...,3 oznaéuji kubické Hermitove a B}(X),i = 0,...,3 kubické Bernsteinove
polynémy

H3(X) = B3(X)+ B}(X) = 2X3 - 3X? 41,
H}(X) = 3. B}(X) = X3 —2X? + X,
H3(X) = —1f3- B3(X) = X? - X2,
H3(X) = B3(s) + B3(X) = —2X? +3X?
a funkcie €;(t), fi(s), i € {0,1} vypoéitame pomocou predpisu
ddy ,. dd, .
ei(t) = Hg(t) - T;(Z) + H{(t) - tio + Hj (t) - tin + H3(t) - T;(Z)7
_ deg . deg .
fils) = Hi(s) -~ () + HY(s) - tog + H3(s) - s + H3(s) -~ (0):

Trojuholnikové Coonsove zaplaty

11. Zostrojte trojuholnikovii Coonsovu zaplatu S nad D := Apgpipe tak, aby krivky

0 s 1-s
co(s):( s ),01(5):( 0 )762(8):<82),86<0
(s —1)2 (s —1)2 0

tvorili jej hranicu a (0,0), (1,0) a (0,1) boli (afinné) suradnice vrcholov D.

1)

Overte C%-kompatibilitu vstupnych kriviek.
Vy¢islite S v bodoch V, W € D, ak (afinné) stiradnice bodov V,W sa V = (1/3,1/3), W = (1/3,1/6).
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12.

13.

Racionalne tenzorovo-sucinové Bézierove zaplaty

Vymodelujte torus pomocou 16 bikvadratickych raciondlnych tenzorovo-su¢inovych Bézierovych
zaplat.

(ST . - .
AR,

Obr. 6: Priemety torusu do rovin y = 0 (vI'avo) a z = 0 (vpravo).

Pomécka: Medzi zéplatami su iba dva rézne typy I a I (pozri obr. 6), ostatné dostaneme z tychto
dvoch jednoduchymi zhodnost’ami. Staci teda ndjst’ riadiace vrcholy a ich vahy dvoch zaplat,
napriklad tych, ktoré sa nachadzaja v oktante x > 0, y > 0, z > 0.

Riadiace vrcholy na hranici a ich vdhy ndjdete ako riadiace vrcholy stvrt’kruznice. Na urcenie
sturadnic prostredného riadiaceho vrchola kazdej zo zaplat I, Il vyuzite suradnice zvySnych ria-
diacich vrcholov spolu s rozumnym odévodnenim — napr. ze vrchol lez{ v rovine z —r = 0 (preco?),
preto Vi1 = (x11,y11,7). Vahu dopocitajte napr. uvedomenim si, ze wg = wy = \% a pouzitim
faktu, ze v rdmci jednej krivky sa pomer véh zachoviva (preco?).

Samozrejme, je mozné sturadnice Vi; dopocitat’ pomocou de Casteljau algoritmu pre (u,v) =
(1/2,1/2), pricom stradnice bodu zodpovedajiceho (1/2,1/2) st 'ahko dopocitatelné — je mozné ich
ziskat’ napr. cez parametrizciu torusu 7 (¢, #), ktord zostavite sweepingom a naslednym dosadenim
vhodnych (akych?) hodnét o, 8 € (0, 27).

Vymodelujte torus pomocou 4 bikvadratickych raciondlnych tenzorovo-sicinovych Bézierovych za-
plat tak, ze pre riadiace vrcholy pripustite aj nulové vahy. Vsetky zaplaty su navzajom zhodné,
sta¢i teda napisat’ riadiace vrcholy len pre jednu zaplatu, napriklad pre body na toruse, pre ktoré
plati y > 0 a z > 0 (pozri obr. 7).

T

[ 4\ | x x
\4;_1_%17 NI

Obr. 7: Priemety torusu do rovin y = 0 (vPavo) a z = 0 (vpravo).
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14. Uvazujme elipsu & leziacu v rovine z = 0, so stredom v (0,0,0), s dizkou hlavnej poloosi a a nech
vzdialenost’ ohnisk od stredu je e (pozri obr. 8 vl'avo).

Skonstruujme cyklidu C (pozri obr. 9) pomocou elipsy € a povrazu s dizkou |a + k| (kde k > 0 je
vhodny parameter) tak, Ze jeden koniec povrazu upevnime v ohnisku (—e,0,0) a nechdme sa ho
napnuty kizat po €. Jeho vol'ny koniec postupne pokryje povrch C.

Vymodelujte cyklidu pomocou styroch racionalnych bikvadratickych Bézierovych zaplat. Podobne
ako v pripade torusu z ilohy 2 si vSetky zaplaty zhodné, staci tak napisat’ len riadiace vrcholy a
vahy zéaplaty, ked’ y > 0a z > 0.

Pre aké hodnoty a, e, k ziskame torus z tlohy 1 resp. gul'ovii plochu?

Yy z

Obr. 8: Priemety cyklidy. VIavo si naznacené ohniska a vrcholy modelujicej elipsy €. Vpravo st vahy
v rohovych riadiacich vrcholoch.

Pomécka: Opisani konstrukciu vyuzite pri urceni siradnic rohovych riadiacich vrcholov, ostatné
dopocitajte pomocou predchédzajucich cviceni. Na vypocet vah v rohovych riadiacich vrcholoch
pouzite vahy uvedené na obr. 8 vpravo.

Na urcenie (nielen) rohovych riadiacich vrcholov pouzite implicitnii rovnicu cyklidy
Cz,y,2): (2> +y* +2°+a> — e — k2)2 —4((a® — €*)y* + (ax — ek)?) =0,

z ktorej vidiet’, ze naozaj ide o bikvadraticki plochu resp. parametrické vyjadrenie cyklidy dané

predpisom
1 k(e — acospcosf) + (a® — €2?) cos g
v(p,0) = Va2 —e? (a— kcosf) sinp , 0 €(0,2m).

@ —ecospcosd a? — e? (k — ecos¢) sinf

Suradnice chybajuceho riadiaceho vrchola py; a jeho vdhu dopocitajte obdobne ako pri toruse
v priklade 13. Vyuzite hodnotu parametra u = 1/2 resp. hodnoty 6 = 3, ¢ € (0, 7).

Obr. 9: Cyklida ako racionalna Bézierova zaplata.
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15.

16.

17.

18.

B-splajny a NURBS

Uvazujme kvadratické B-splajnové funkcie {NZ?(u) | i = 0,1,2} definované nad uzlovou postup-
nost’ou U := (ug, u, ua, Uz, Ug, Us).

Zostavte predpisy bazovych B-splajnovych funkcif { N2 (u)} pre rovnomerni (uniformovani) uzlovi
postupnost’ U = (0, 1, 2, 3,4, 5) resp. pre rozne nerovnomerné (neuniformované) uzlové postupnosti
U, vratane postupnosti s ndsobnymi uzlami. Nacrtnite grafy vSetkych tychto funkcii.

Zostavte predpisy funkcif {N?(u)} pre uzlovii postupnost’ U = (0,0,0,1,1,1) a vysledok interpre-
tujte.

Uvazujme B-splajnovi krivku B(u) s riadiacimi vrcholmi (Vp, ..., Vy) definovani nad uzlovou pos-
tupnost’ou U := (0,0,0,1,5/2, 3,3, 3).

Urcite stupen kazdého polynomického segmentu splajnu B(u) a ich pocet a splajn naértnite.
Zapiste kruznicu k = [(0,0);r] ako kvadratickd neuniformovani raciondlnu splajnovi (NURBS)

krivku s riadiacimi vrcholmi (Vj, ..., Vs | Vo = Vg), pricom riadiaca lomend ¢iara nech tvori stvorec
opisany k a vrcholy {V;} nech st na jeho obvode rozmiestnené rovnomerne.

Pomécka: Je potrebné zostavit’ postupnost’ vah (wo, ..., ws) vrcholov (V; | i =0,...,8) a korek-
tne ur¢it’ uzlovi postupnost’ U tak, aby vyslednd NURBS krivka interpolovala potrebné riadiace
vrcholy.

Pre zostavenu uzlovi postupnost’ nacrtnite jednotlivé B-splajnové funkcie.

Reprezentujte plast’ kolmého valca s podstavou v tvare kruznice ako NURBS zaplatu bistupna
(2,1).

Pomécka: Mozete pouzit’ vysledky z predchadzajicej tilohy. Sta¢i preto dourcit’ uzlova postupnost’
V v smere v tak, aby vyslednda NURBS zaplata interpolovala riadiace vrcholy oboch podstav.
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