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Abstrakt: Pri vyucbe Mongeovho zobrazenia, za-
loZeného na pravouhlom premietani do dvoch navza-
jom kolmych priemetni, sa Studenti Casto stretdvajui s
problémami v oblasti priestorovej predstavivosti. Na-
ro¢né je najmi pochopenie vzt'ahov medzi trojroz-
mernym objektom a jeho dvojrozmernym zobraze-
nim v ndkresni, ako aj interpretdcia vzajomnych sui-
vislosti jednotlivych priemetov. V prispevku predsta-
vujeme didakticky pristup vyuzivajici 3D pero, ktory
umoZiuje realizovat’ konStrukcie priamo v priestore.
Zameriavame sa najmi na konStrukciu rovinného
rezu hranolovej plochy a na ndzorné pribliZenie prin-
cipu perspektivnej afinity medzi dvoma rovinami v
priestore, ktord umoziuje lepSie pochopenie osovej
afinity realizovanej v rovine. Sti¢ast'ou prispevku je
navrh didaktickych pomo6cok vo forme Sablén pre
3D pero a metodicky postup ich vyuZitia pri pries-
torovych konstrukcidch. Navrhnuty pristup porovna-
vame s tradiénym rieSenim tloh, pricom poukazu-
jeme na jeho potencidl prispiet’ k rozvoju priestoro-
vej predstavivosti a hlbSiemu porozumeniu geomet-
rickych vzt'ahov.

Kl'icové slovd: 3D pero, Mongeovo zobrazenie, ro-
vinny rez hranolovej plochy, priestorovd predstavi-
vost’

1 Uvod

Mongeovo zobrazenie zohrdva doleZitd udlohu vo
vyucovani deskriptivnej geometrie, najma v odbo-
roch, ako su stavebnictvo, strojarstvo Ci architektura.
Jeho osvojenie byva pre Studentov Casto ndrocné,
ked’'Ze vyZaduje rozvinutu priestorovi predstavivost’
a schopnost’ prepdjat’ jednotlivé priemety za uce-
lom vytvorenia mentédlnej trojrozmernej reprezenta-
cie zobrazovaného telesa, resp. celého komplexu via-
cerych geometrickych udtvarov. Tradi¢né vyuCovacie
metddy Casto nedokdZu dostatoéne prepojit’ rovinny
priemet s priestorovou realitou. Ako vhodny doplnok
sa preto javi implementécia didaktickych pristupov
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umoziujdcich priame konstruovanie geometrickych
Utvarov v trojrozmernom priestore a ich ndslednd
konfrontaciu s rovinnymi priemetmi v nakresni. Cie-
I'om price je poukdzat na potencidl tohto pristupu
dopitiat’ tradi¢né met6dy a podporovat’ hlbsie poro-
zumenie geometrickych vzt'ahov.

2 Mongeovo zobrazenie

Hlavn4 Cast’ textu v nasledujicej kapitole je spraco-
vand primdrne podl'a zdrojov [Pomykalova, 2017,
[Korch and Mészarosova, 1987]] a tiez podla
[Beganova et al., 2022]], pricom dopliia pristupy
autorov [Sklenarikova, 1980] a [Janisova, 2019].

2.1 Princip metody

V Mongeovom zobrazeni si dané dve navzdjom
kolmé sdradnicové roviny v pravouhlom trojhrane
Oxyz, ktoré oznacujeme gréckymi pismenami. Vodo-
rovnd priemetiia & a druhd zvisld priemetna, ktort
oznacujeme V. Priemetiiu 7 nazyvame pddorysia a
priemetiiu v narysiia. Priesecnica tychto dvoch rovin
sa nazyva zdkladnica. V tomto zobrazeni pouZivame
pravotoCivi ststavu sdradnic. Jednotlivé osi karte-
zidnskej sustavy stradnic Oxyz si umiestnené do ro-
vin nasledovne: osou x je prave zdkladnicax =7 Nv,
ktorej kladna poloos smeruje dol’ava, os y leZi v po-
dorysni a jej kladné poloos smeruje dopredu a os z
sa nachddza v narysni, pricom jej kladna poloos sme-
ruje nahor. Zdkladnica rozdel'uje priemetne na Styri
polroviny s oznaenim -+ (polrovina pred x-ovou
osou),—7 (polrovina za x-ovou osou), +V (polrovina
nad x-ovou osou) a —V (polrovina pod x-ovou osou).
Priestor je rozdeleny priemetfiami na Styri Casti, ktoré
podl'a toho nazyvame kvadranty s oznaCenim I, II,
I, IV. Prvy kvadrant tvori Cast’ priestoru vymedze-
ného polrovinami +7 a +v, druhy kvadrant polrovi-
nami —7 a 4V, treti kvadrant polrovinami —7 a —V a
priestor Stvrtého kvadrantu vymedzuji polroviny +7
a —V. Pozri obr.[I]

Majme bod A v priestore E3 so stradnicami
A(x*, ¥4, 74). Zhotovime kolmy priemet bodu A do
pddorysne T pomocou premietacej priamky / }x. Tento
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Obr. 1: Stradnicova ststava v priestore, priemetne a
kvadranty. Zdroj: [Pomykalova, 2017]

nazyvame prvy priemet alebo pddorys bodu s ozna-
genfm A; a stradnicami A;(x*,y*). Pri podoryse sa
jednd o pohl'ad zhora. Ak bod A premietneme kolmo
do narysne v pomocou premietacej priamky 2, zis-
kame tak jeho druhy priemet alebo nérys, ktory ozna-
¢fme A,. Jeho stdradnice sd Ay (x*,74) a predstavuje
pohl'ad spredu. Tymto dostdvame bijektivne zobra-
zenie f : E? — 7 x v, ktoré priradi bodu A € E? uspo-
riadand dvojicu bodov (A1,A;) € T X v (obr. .

z 11,14
A, A B
v A
: @) “ y
A y. . Ay
0 e

Obr. 2: Prvy a druhy priemet bodu.

Ked’Ze potrebujeme danu priestorovu situdciu zo-
brazit’” v jednej rovine, oto¢ime pddorysiiu & o 90°
okolo zakladnice x do ndrysne v (pozri obr. [3), pri-
padne narysiu v do pddorysne 7. Takémuto otacaniu
hovorime aj skldpanie. Po otocent, resp. sklopeni jed-
nej z priemetni do druhej splynie polrovina +7 s —Vv
a polrovina —7m s +V.

StotoZneniu pddorysne s narysiou hovorime zdru-
Zenie priemetni a dostdvame tak otocend polohu
pddorysu bodu (uvazujeme otocenie pddorysne).
Oznacme toto zobrazenie malym o ako otoCenie, teda
o:A; — A% — n° Siradnice tohto bodu budd
A9(x*, ). Rovinu, ktord vznikla zdruZenim prie-

Obr. 3: Otocenie podorysne 7 s ciel’om zdruZenia
oboch priemetni. Zdroj: [Pomykalova, 2017]

metni, nazvyme € = 7 x v. Prive v nej ziskavame
bijektivhe Mongeovo zobrazenie g : A — (A?,Az),
teda kolmé premietanie na dve navzdjom kolmé prie-
metne. Rovinu € umiestiiujeme do nakresne, ktorou
je napriklad tabul’a, zoSit alebo obrazovka. Pre jed-
noduchost’ oznacovania sa horné indexy v otocenej
rovine ¥ vynechdvaju.

2.2 Obraz bodu

ZdruZenim  priemetni sme  dostali  body
A(x*,y4),Ay(x*,z8). Tito usporiadand dvojica
bodov (Aj,A;) predstavuje obraz bodu A v Mon-
geovom zobrazeni (obrH)). Su to zdruzené priemety
(resp. zdruZené obrazy) bodu A, ktoré nazyvame
rovnako, a to podorys a narys. MdZeme si vSim-
ndt’, zZe priamka A;A; je kolmd na os x, teda na
zékladnicu. Tejto spojnici bodov A;,A; hovorime
ordinala bodu A a budeme ju oznacovat’ o?. V tomto
zobrazeni splyni zdruZené priemety zdkladnice x,
teda x = x; = xp a taktiez splyni zdruZené prie-
mety zaciatku stradnicovej sustavy O, teda plati
0=0,=0:.
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Obr. 4: Obraz bodu, zdruZené priemety bodu.
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Obr. 5: Obraz priamky, zdruZené priemety priamky.

2.3 Obraz priamky

Pod obrazom geometrického utvaru U euklidovského
priestoru v nejakom zobrazeni rozumieme mnoZinu
obrazov vSetkych bodov utvaru U. V Mongeovom
zobrazeni bude obrazom utvaru U mnoZina usporia-
danych dvojic bodov (M;,M,) pre vsetky body M
tohto tdtvaru U.

Vezmime za titvar U I'ubovol’ nd priamku a vo vSe-
obecnej polohe vzhl'adom na priemetne. Ako sme
spominali, bod premietame pomocou dvoch premie-
tacich priamok. Ak vedieme kaZzdym bodom priamky
premietaciu priamku, mnozina bodov premietacich
priamok vSetkych bodov priamky je prdve rovina.
Preto priamku vo vSeobecnej polohe premietame po-
mocou dvoch premietacich rovin. Prv4d premietacia
rovina ' A¢ priamky a obsahuje priamku a a je rovno-
beZnd so smerom premietania, teda smeruje kolmo na
pddorysiiu 7. Druha premietacia rovina 2A¢ priamky
a rovnako obsahuje priamku a a je kolmd na né-
rysiiu V. Prieniky premietacich rovin a priemetn{ ur-
¢ujud usporiadantd dvojicu priamok (aj,a;), kde a; =
N 'A% je podorys priamky a a a; = vN2A% je narys
priamky a. Ttto usporiadand dvojicu priamok nazy-
vame zdruZené priemety priamky (obr. [5).

Stopniky priamky sd miesta, v ktorych priamka a
pretina jednotlivé priemetne. Priese¢nik P¢ priamky a
s podorystiou je prvy stopnik priamky alebo aj pddo-
rysny stopnik a priese¢nik N¢ priamky a s narysiiou
volame druhy (nérysny) stopnik.

2.4 Obraz roviny

Teraz vezmeme za utvar U I'ubovol' ni rovinu p tak-
tieZ vo vSeobecnej polohe vzhl’adom na priemetne.
Ak by sme kazdym bodom roviny viedli premietaciu
priamku kolmu na priemetiiu, potom pravouhlé prie-
mety vSetkych tychto bodov roviny p pokryja celd
priemetiu. Preto priemetom kaZzdej takejto roviny je
prave celd priemetiia.
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Obr. 6: Obraz roviny, zdruZené priemety stop roviny.

Podorysom kazdej roviny je teda celd pddorysia
7 a ndrysom je celd ndrysiia v. Prave tu dochddza k
problému, ked’Ze by sme nevedeli z priemetni jed-
nozna¢ne uréit” dand rovinu v E3 inverznym zobra-
zenim f 1. rxv o E3 o by znamenalo, Ze toto
zobrazenie by nebolo bijektivne. Tento problém vy-
rieSime nasledovne:

[Beganova et al., 2022[] uvadza, Ze rovina je jedno-
znacne urcena:

1. trojicou nekolinedrnych bodov
2. priamkou a bodom, ktory na nej nelezi
3. dvojicou r6znobeznych priamok

4. dvojicou rovnobeznych priamok

Zobrazend rovinu teda ur¢ime pomocou ich zdru-
Zenych priemetov. V Mongeovom premietani naj-
CastejSie vyuZzivame urcenie roviny trojicou nekoli-
nedrnych bodov, respektive dvojicou priamok, kon-
krétne stdp. Stopy roviny su miesta, kde rovina pre-
tina obe priemetne. Prva (podorysnd) stopa pP ro-
viny je jej prieseCnica s pddorysiiou. Druhd (né-
rysnd) stopa nP je prieseCnica tejto roviny s na-
rysiiou. Body jednoznacne urcujice rovinu sd prie-
se¢niky roviny s osami x,y,z, teda body XP = pn
x,YP =pnNyZP = p Nz Stopy sa pretinaji v bode
XP leziacom na zdkladnici. Obraz roviny v Mon-
geovom zobrazeni tvori trojica usporiadanych dvo-
jic XP (X, X5),YP(YP, YY), ZP(Z0,28), ktoré tvo-
ria usporiadané dvojice obrazov stop pP(p] =
XPYP = XEYE ), (o = XPZE o, = XE 22, -
¢om obraz zaCiatku suradnicovej sdstavy Op je
zhodny s narysom Y2p a podorysom Zf a obraz za-
kladnice x> je zhodny s ndrysom pg a pddorysom
n’l) (obr.@.

2.5 Geometrické pribuznosti

V zobrazovacich metdédach, medzi ktoré patri aj
Mongeovo zobrazenie, sa pri zobrazovani objek-



tov vyuZzivaju konstrukcie, ktoré pomdhaji urychlit’
proces. V Mongeovom zobrazeni vychddzaju tieto
pomocné konStrukcie z geometrickej pribuznosti v
priestore, ktorou je perspektivna afinita. Pri zobrazo-
vani do nédkresne uZ pracujeme v rovine, kedy tidto
geometrickd pribuznost’ nazyvame osova afinita.

2.5.1 Perspektivna afinita

Afinné zobrazenie medzi dvomi nesumiestnymi ro-
vinami zobrazuje kazdé tri r6zne kolinedrne body
A,L,B z roviny o do troch r6znych kolinedrnych bo-
dov Ay,L1,B; na rovinu @, pricom incidencia a de-
liaci pomer zostavaji nezmenené. Toto afinné zobra-
zenie je bijektivne, zachovdva rovnobeZnost’ a nesie
nazov afinita medzi rovinami @, o;. Ak je obraz bodu
zhodny s jeho vzorom, ide o samodruzny bod. Na
obr. [7]je takym bodom bod X = X;.

Perspektivna afinita je taka afinita, ktord obsahuje
celd priamku samodruznych bodov, a tou je os afinity
0 = o1. Os afinity je prieseCnica rovin a, ;. Smer
afinity urcuje jedna z usporiadanych dvojic bodov -
vzor a jeho obraz. Na obr. [/] je to napriklad dvojica
bodov (A,A;), kde A € o, A; € a. Perspektivna afi-
nita je jednoznacne uréend osou a smerom afinity. Za-
pisujeme PA: o — a;PA: (o=oanNay;A,A;) Uspo-
riadané dvojice bodov (A,A) a priamok (/,/;) nazy-
vame afinne zdruZené.

Obr. 7: Perspektivna afinita medzi dvoma rovinami.
Zdroj: [Kudlickova et al., 20235]]

Préve tito geometrickud pribuznost’ vyuZivame pri
konstrukcii rovinnych rezov na hranoloch, a to aj v
Mongeovom zobrazeni. Ked’Ze v naSej dlohe pracu-
jeme s trojbokym hranolom, vysvetlime spominand
pribuznost’ na ploche trojbokého hranola, ktord vi-
dime na obr. [§] Majme zadand hranolovi plochu
H, ktorej tvoriace priamky su a,b,c a body A,B,C
v rovine @ leZia na priamkach a,b,c v danom po-
radi. Zostrojime rez hranolovej plochy rovinou ¢,
ktord urcuje priamka o = 0; a bod A;. MdZeme si

v§imnut', ze ,,medzi dvomi rovinnymi rezmi na tej
istej hranolovej ploche rovinami o, Qy, ktoré nie su
osnovové (t. j. rovnobeiné s tvoriacimi priamkami)
je vzt'ah perspektivnej afinity s osou o = ot N oy.
[Pokorna, 2025]]. Smer afinity urcuji afinne zdruZené
body (A € a,A; € o) leZiace na tvoriacej priamke a.
Body Bi,C) zostrojime nasledovne:

* Nijdeme samodruzné body 1 = ABNo=1; a
2=ACNo=2

e Incidencia sa zachovava, teda By € Aj1;Nb a
CieA2Nc

* Kvdli celistvosti konStrukcie rezu doplnime bod
3 = 3; , ktory patri rovindm «,oq,BCB; a
priamky B3 a B3,

Afinnym obrazom trojuholnika ABC je trojuhol-
nik A|B;C; v perspektivnej afinite PA : (0 = a N
a1;A,A;) medzi rovinami o, 0 (obr. [8).

o=aNa =0

dvoma
plochy.

Obr. 8: Perspektivna afinita medzi
rovinnymi rezmi hranolovej
Zdroj:[Kudlickovd et al., 2025]]

2.5.2 Osova afinita

Ak premietneme perspektivnu afinitu medzi rovinami
a, o) rovnobeZnym premietanim R do roviny € v
smere roznobeZznom s danymi tromi rovinami aj so
smerom perspektivnej afinity, ziskame tak osovi afi-
nitu v rovine € medzi rovinami o/, ¢j. Rovnobezné
premietanie i perspektivna afinita sd afinnymi zobra-
zeniami a skladanim takychto zobrazeni opidt’ zis-
kame afinné zobrazenie. Ziskané zobrazenie zacho-
vava deliaci pomer bodov, teda je afinitou. Nesu-
miestne rovinné polia &, o) sa tu stdvajd simiestnymi



€ = o, af (lezia v jednej rovine). Osovd afinita v ro-
vine na obr. 0] v spodnej Casti je dand osou, ktord
vznikne rovnobeZnym priemetom osi perspektivnej
afinity o’ = 0} a jej smer urCuje priemet afinne zdru-
Zenych bodov perspektivnej afinity (A’ € o/, A} €
ay). Zapisujeme OA : (o' = o};A',A)).

Obr. 9: Osova afinita ako rovnobeZny priemet per-
spektivne;j afinity. Zdroj: [Kudlickova et al., 2025]]

2.6 Vyznam Mongeovho zobrazenia v praxi

Mongeovo zobrazenie nachddza uplatnenie v S§iro-
kom spektre odbornych oblasti. V strojarstve a tech-
nickom kresleni sa vyuZiva pri tvorbe vyrobnych vy-
kresov suciastok, kde je nevyhnutna presnd Specifi-
kacia rozmerov a zobrazenie objektov vo viacerych
pohl'adoch. V architektire, stavebnictve a inZinier-
skej praxi zohrdva vyznamnu dlohu pri navrhovani a
zobrazovani konStrukcif, zatial’ ¢o v geodézii a karto-
grafii sa uplatiiuje pri prevode priestorovych objektov
a terénu do roviny. Schopnost’ itat’ takito dokumen-
taciu je dolezitd aj pre technickych pracovnikov r6z-
nych drovni pri interpreticii priestorovych vzt ahov.
Svoje miesto mé aj v oblastiach ako nébytkarstvo ¢i
dizajn. Osvojenie principov pravouhlého premietania
je zarovenl nevyhnutné pre pracu v CAD systémoch a
v pocitacovej grafike.

Predmetom vo vzdeldvacom procese, na ktorom
sa vyuCuje Mongeovo zobrazenie, je najmi deskrip-
tivna geometria, ktord vyuziva zobrazovacie metody
na jednoznacné zobrazenie priestorovych objektov
do roviny, pri€om zo ziskanych priemetov mozno ur-
¢it’ ich geometrické vlastnosti a vzt ahy.

Na strednych odbornych Skoldch so strojnickym
a stavebnym zameranim je deskriptivha geomet-

ria spravidla zaradend medzi povinné predmety. Na
gymndaziach sa s nou Studenti stretdvaju najCastej-
Sie len vo forme voliteI'ného predmetu. Na vyso-
kych skolach byva vyucovanie deskriptivnej geomet-
rie typicky sudcastou povinného zdkladu Stidia v
uvodnych semestroch, najma na fakultdch architek-
tdry a technicky orientovanych odboroch. Je vSak po-
trebné dodat’, Ze predmety zamerané na deskriptivnu
geometriu moZu byt oznacené aj odliSnymi ndzvami.
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky Univer-
zity Komenského v Bratislave radi matematiku a des-
kriptivinu geometriu medzi beZné aprobécie v Stu-
dijnom programe Ucitel stvo akademickych predme-
tov. Zaklady deskriptivnej geometrie si vyucované
aj v pedagogickych studijnych odboroch matematiky
v kombinécii s r6znymi predmetmi. Ucitel mate-
matiky musi mat’ pevné porozumenie axiomaticko-
deduktivneho budovania priestorovej geometrie a za-
roveni zvladat’ zdkladné zobrazovacie metddy, ked’ Ze
prave tieto znalosti si kI'icové pre kvalitné vyucova-
nie geometrie na zdkladnych a strednych $koléch.

3 Priestorova predstavivost’

Pod pojmom priestorovd predstavivost’” rozumieme
,»Stihrn schopnosti, ktoré sivisia s predstavami je-
dinca o priestore, geometrickych objektoch, ich
viastnostiach a vzdjomnych vzt’ahoch* (Robova vo
[Vavrin¢ikova, 2014])). Je dolezitou sicCast’ou nielen
roznych pracovnych pozicii, ale aj bezného Zivota.
KaZzdy z nés si niekedy potrebuje urobit’ nacrt alebo
planik cesty, pozemku, bytu, nibytku rozmiestne-
ného v izbe alebo naopak vediet' precitat’ a poro-
zumiet’ nacrtu, mape, planu ¢i technickému vykresu
[Novotna, 2001]].

Predstavivost’ je sice vrodend, avSak je nutné ju po-
stupne rozvijat’. Napriek tomu, Ze konkrétne obdo-
bie vhodné na rozvoj priestorovej predstavivosti nie
je stanovené, viaceri autori sa na zdklade vyvinovej
psycholégie zhoduji na obdobi mladSieho Skolského,
dokonca aj predskolského veku. KI'icovym prostre-
dim na jej rozvoj je teda Skola ako pilier pripravy deti
do Zivota a buddceho povolania.

3.1 Geometricka predstavivost’

V Skolskom vzdeldvacom programe sa priestorova
predstavivost’ najcastejsie rozvija na predmetoch po-
kryvajucich ucivd geometrie, konkrétne na predme-
toch matematiky, deskriptivnej geometrie, ale aj na



technike, pracovnom vyucovani alebo vytvarnej vy-
chove. V oblasti stereometrie a v technickej praxi
uz hovorime o tzv. geometrickej predstavivosti, na-
kol'ko skiima geometrické objekty a ich vlastnosti. Ji-
rotkovd v [[Kudlickova et al., 2025[] popisuje geomet-
rickd predstavivost’ ako ,,schopnosti jedinca poznd-
vat’ geometrické titvary a ich vlastnosti, abstrahovat’
z konkrétnych objektov ich geometrické vlastnosti,
predstavit’ si geometrické utvary a ich vzdjomné si-
vislosti na zdklade rovinnych obrazov, mat’ zdsobu
predstdv geometrickych itvarov a schopnost’ si ich
vyvolat’ z pamditi, ale tieZ predstavit’ si geometrické
tvary a vzt ahy medzi nimi aj na zdklade ich opisu. *

Pri vyucovani deskriptivnej geometrie sa stdva, Ze
niektori Studenti nevedia vycitat’ z ndkresov geomet-
rické vlastnosti a vzt'ahy zobrazovanych objektov.
Jednou z priCin je prave problém s geometrickou
predstavivost’ ou, kedy si Student nevie predstavit’ ob-
jekt v priestore alebo su jeho predstavy chybné. Pre
sprdvne pochopenie zobrazeného objektu v rovine -
nacrtu musia Studenti prepdjat’ teoretické poznatky
s praxou v priestore. Jednoduchym meradlom poro-
zumenia danych vzt ahov z nicrtu je schopnost’ §tu-
denta ukazat' vzt'ahy na modeli. Preto je doleZité,
aby sa pocas vzdeldvacieho procesu nezanedbdvalo
modelovanie objektov v priestore. V sicasnosti sa
pri vyucbe vyuZivaji rdozne stavebnice na tvorbu a
tvarovanie telies. Model vSak Studenti nevytvaraju
podl'a postupu konStrukcie ako na papieri. Ani na
konkrétnom modeli nevidia postup konstrukcie ob-
jektu, len hotovy skonStruovany zaver dlohy, o je ne-
vyhoda oproti nacrtu. Postupnym zostrojovanim né-
¢rtu v ndkresni a vysvetl'ovanim jednotlivych tko-
nov ucitel’'om si totiZ Studenti osvojuji geometrické
pribuznosti ovel’a lepsie, ako len pri vysvetl’ovani na
modeli.

3.2 Problémy s geometrickou predstavivos-
t’ou pri Mongeovom zobrazeni

Mongeovo zobrazenie predstavuje spdsob zobrazenia
priestorového objektu prostrednictvom dvoch zdru-
Zenych priemetov, konkrétne podorysu a narysu. Na
rozdiel od Sikmej axonometrie, ktora je bezne vyuzi-
vand uZ v zdkladnom vzdeldvani, neposkytuje jeden
nazorny priemet telesa, ale sistavu priemetov vyZa-
dujdcich ich vzdjomnu interpreticiu. V pedagogic-
kej praxi sa pri axonometrii ¢asto vyuziva nadhl’ad
sprava alebo zl'ava, Co prispieva k vi¢Sej nadzornosti.
V porovnani s axonometriou kladie Mongeovo zo-

brazenie vys$Sie ndroky na priestorovi predstavivost’,
ked’Ze si vyZaduje schopnost’ mentdlne prepojit’ jed-
notlivé priemety do jednotného obrazu objektu.

K zvySenej naroCnosti priestorovej interpreta-
cie konStrukcii prispieva aj vyuZivanie geometric-
kych pribuznosti - perspektivnej a osovej afinity.
[Kudlickova et al., 2025 uvadza, Ze , obe tieto
geometrické pribuznosti su Studentami Casto vnimané
ako ndrocné a abstraktné, neraz sa im vo svojej pe-
dagogickej praxi imyselne vyhybajii i samotni ucite-
lia deskriptivnej geometrie. “ Najpravdepodobnej$imi
korefimi problému su vizualizcia, nedostatocné pre-
pojenie perspektivnej a osovej afinity medzi priesto-
rom a rovinou, neprehl’adnost’ v postupoch rysovania
v rovine Ci celkové nepochopenie zdovodnenia kon-
Strukcii. Pri postupe konsStrukcii sa Studenti zrejme
uspokojili len s manudlnym prevedenim, kedy unika
samotnd podstata.

Napriek vy$sim ndrokom na predstavivost’ je Mon-
geovo zobrazenie nevyhnutné ovlddat’ kvoli jeho Cas-
tému vyskytu v technickej a inZinierskej praxi pri
presnom zobrazovani priestorovych objektov do ro-
viny.

4 3D pero

Nastroj 3D pero je zariadenie, ktoré umoziuje ,,kres-
lenim* vytvdrat’ trojrozmerné objekty. Princip fun-
govania je podobny taviacej pistoli. Najskor pripo-
jime 3D pero k napdjaniu prostrednictvom kébla po-
dobného nabijacke, ktory zapojime do elektrickej za-
suvky. Stlacenim prislu§ného tlacidla uvedieme 3D
pero do prevadzky a nastavime jeho ohrev na po-
Zadovanu teplotu. Po dosiahnuti pracovnej teploty
vlozime do vstupného otvoru zariadenia plastové
vlakno, tzv. filament. 3D pero roztavi filament, ktory
ndsledne vytekd z hrotu, ¢im umoZiuje priestorové
kreslenie. Filament nechdme pocas niekol'kych se-
kind stuhnit’ na podlozke a po jeho zatvrdnuti ho
nésledne oddelime od povrchu. (obr. [10)

3D pero najcastejSie podporuje typy filamentov
PLA a ABS. Pri tvorbe praktickej dlohy bol pou-
zity filament typu PLA. Teplotu zahriatia je moZné
nastavit’ podl’'a typu filamentu. Dalou funkciou 3D
pera je nastavenie rychlosti vytli€ania filamentu. Za-
riadenie je ergonomicky tvarované pre pohodlné dr-
Zanie a je I'ahké, teda vhodné aj pre deti. Ovldda-
nie je pomerne jednoduché a funguje prostrednic-
tvom tlacidiel priamo na pere. Vyhodou 3D pera st aj
bezpecnostné prvky zabrafiujice prehriatiu, pri€om



pri dlhsej necinnosti dochddza k jeho automatickému
vypnutiu. Kone¢ny vysledok zavisi od manudlnych
zruénosti pouZivatel’a.

Obr. 10: 3D pero a filamenty. Zdroj: [Mido, nd]

4.1 Vyskumné zistenia o vyuziti 3D pera vo
vyucovani

Koncepcia  konS$trukcionizmu  podl'a  ¢lanku
[Papert and Harel, 1991]] zdo6raziiuje, Ze poznanie
vznikd prostrednictvom aktivnej prace s materidlnym
svetom. Pristup ,learning-by-making* znamend, 7Ze
Ziaci si pocCas tvorivej Cinnosti buduji vedomosti
a zéaroven vytvdraji hmatateI'né objekty. Psycho-
logické  vyskumy  [Hall and Nemirovsky, 2012]
ukazuji, Ze taktilno-kinestetické ucenie je vel'mi
efektivne, najmi ak zahima manipuldciu s objektmi.
Tento pristup suvisi s konceptom vteleného po-
znavania (embodied learning), ktory zdoraziuje
prepojenie myslenia a telesnej aktivity. Prave
moderné technoldgie, ako 3D tla¢ a 3D perd, umoz-
fujd Ziakom aktivne vytvdrat modely a priamo
manipulovat’ s geometrickymi objektmi. Autorky
[Ng and Sinclair, 2018|] analyzuji vyuZitie 3D pera
pri vyucbe funkcii, pri pochopeni pojmu dotyCnica
funkcie a kalkulu, pri ureni objemov rota¢nych
telies. Zistili, Ze 3D kreslenie prepaja gestd, pohyb
ruky a matematické myslenie, ¢im vznikd hlbSie
porozumenie pojmov. Na rozdiel od hotovych po-
mocok si Ziaci modely sami vytvaraji, co podporuje
aktivne ucenie a vnimanie matematiky ako procesu.

Clanok [Ng et al., 2020] porovndva dcinnost” dvoch
technologicky podporenych pristupov vo vyucbe
geometrie: dynamického geometrického prostre-
dia (ako napr. GeoGebra) a prace s 3D perami.
Vyskum bol realizovany na Ziakoch 6. rocnika,
pricom sa sledovalo porozumenie vlastnostiam
hranolov a ihlanov pomocou pretestov, posttestov
a oneskorenych testov. Vysledky ukézali, ze Ziaci
pracujici s dynamickym geometrickym prostredim
dosahovali lepSie okamzité vysledky a vysSiu troven
porozumenia. Na druhej strane Ziaci pouZivajici 3D
perd si vedomosti udrzali dlhodobejsie. Stidia teda
naznacuje, Ze vizualne technolégie podporuju rychle
ucenie, zatial' ¢o 3D perd prispievaji k hlbSiemu a
trvalejSiemu osvojeniu geometrickych poznatkov.

5 Vyuzitie 3D pera vo vyucbe Mon-
geovho zobrazenia

Metéda vyucby Mongeovho zobrazenia vysvetl ova-
nim suvislosti na modeli, ako aj metéda vyucby kon-
Struovanim priemetu ¢i nacrtu v nakresni, maju svoje
vyhody. AvSak je obtiaZne objasnit’ Studentom po-
stup konStrukcie na hotovom modeli telesa a tieZ byva
problém s priestorovou predstavivost ou jednotlivych
krokov z nakresne.

Prepojenie vyhod oboch pristupov umoziuje vy-
uzitie 3D pera ako didaktického ndstroja. Prostred-
nictvom neho mo6Zu Studenti realizovat’ konStrukcie
postupne priamo v priestore a nésledne ich porov-
ndvat’ s rieSenim dlohy v ndkresni, vyjadrenym pro-
strednictvom priemetov definujicich Mongeovo zo-
brazenie. Priestorova realizdcia moZe zdroven pris-
piet’ k tomu, Ze sa dany problém stdva lepsie ucho-
pitel'nym a zdroveni podporuje rozvoj geometrickej
predstavivosti Studentov.

Rozhodli sme sa preto navrhnit’ stibor tiloh zame-
ranych na Mongeovo zobrazenie, ktoré je mozZné rea-
lizovat’ v priestore prostrednictvom vyuzitia 3D pera.
Nérocnost’ jednotlivych tloh je koncipovand progre-
sivne, v silade s postupnym osvojovanim teoretic-
kych poznatkov, od jednoduchsich geometrickych tt-
varov aZ po komplexnejSie konstrukcie. Stubor zahfiia
zobrazenie priamky a roviny vo vSeobecnej aj Spe-
cidlnych polohéch, d’alej zobrazenie telesa s podsta-
vou v poddorysni, ako aj konstrukciu rovinného rezu
takéhoto telesa.

Z uvedeného stiboru tloh sme vybrali jednu repre-
zentativnu dlohu, na ktorej demonstrujeme moZnosti



vyuzitia 3D pera pri priestorovych konsStrukcidch.
Ilustracnad tloha je zamerand na konStrukciu rezu
trojbokej hranolovej plochy s vyuZitim geometrickej
pribuznosti, konkrétne osovej (resp. perspektivnej)
afinity.

Zadanie ulohy: Zostrojte obraz Sikmého trojbo-
kého hranola ABCA'B'C’, ktorého podstava je tro-
juholnik ABC v &, ak bod B = (—3,5;2,5;0),A =
(—5,5:7,1;0), vzdialenosti strdn podstavy sii |BC| =
3,5 a |AC| = 4,5 a vrchol hornej podstavy A’ =
(—9,7;5,1,3,8). Zostrojte rez tohto hranola rovinou
o, ktord je urcend ako o = p®B%. Prvd stopa roviny
je p* :)W, kde X = (2;0;0) a Y = (0;6;0). Bod
B% € BB’ a jeho siiradnice sii B* = (—4,5;y;7).

5.1 Konstrukcia v Mongeovom zobrazeni

Uvdadzame tradicny postup konstrukcie zadanej dlohy
spolu s konstrukciou v nakresni (obr. [IT)), ktory sa
Standardne vyuziva vo vzdeldvacom procese pri vy-
ucbe Mongeovho zobrazenia.

1. ZdruZené priemety B,A, A’
2. ZdruZené priemety C:

* ki1 = (A1:4,5),ko = (B1;3,5)
e Cir=kiNky
. CETL’Z>C2€X12Q0C

3. ZdruZené priemety vrcholov hornej podstavy
A'B'C"

* prvy priemet hrany AA’ je dseCka A;A
* A|AY || BiBy || CiCy A |AAY| = |B1BY| =
[CiCY]
e ABC e = ZA’ :ZB/ :ZC’
4. doplnime zdruZené priemety hran hranola

5. uréime viditeI'nost’ v pddorysni

6. vyznacime viditel'né hrany a zakryté hrany v po-
dorysni

7. ur¢ime viditel'nost’ v narysni

8. vyznacime viditel'né hrany a zakryté hrany v na-
rysni

9. obraz roviny a:

Obr. 11: Konstrukcia rovinného rezu hranola v Mon-
geovom zobrazeni rysovand tradicnym spdsobom na
papieri.

* zdruzené priemety X,Y, B%
* zdruZené priemety podorysnej stopy ro-
viny p = X1Y1,p¥ =Xo1»

10. Osovd afinita OA(p{,B1,B{) medzi pédorysmi
dvoch rovinnych rezov tej istej hranolovej plo-
chy:

* BiCinpY ={l =1{}
* B¥1¥NCC; =C}
* OA(A1) =AY

11. urime néarysy bodov A%, C%:

« A% € AA' = AY € ArAL N oM
« C* € CC' = C¢ € C,ChN o™

12. zdruZené priemety rezu rovinou ¢ na hranole:
viditel'nost’ stran rezu v sulade s viditel' nost’ ou
stien hranola



5.2 KonStrukcia s vyuZzitim 3D pera

Za ucelom priestorovej konstrukcie sme navrhli Spe-
cidlny transparentny premietaci kut. Pri jeho realiza-
cii bol pouzity priehl’adny papier ur€eny pre atramen-
tovu tlag, na ktory sme vytlacili kartezidnsku mriezku
spolu s kartezianskou sdradnicovou stdstavou pou-
Zivanou v Mongeovom zobrazeni (obr. [[2] vpravo).
Podklad bol nésledne zalaminovany, ¢im sa vytvoril
povrch vhodny pre priamu aplikdciu 3D perom. Sab-
16na Sikmého trojbokého hranola (obr. [12] vI'avo) je
vyhotovend obdobnym spdsobom na kanceldrsky pa-
pier. Lamindcia povrchu bola zvolend z dévodu jed-
noduchej separicie vysledného modelu od podkladu
po stuhnuti filamentu.

«
SABLONA
sikmy trojboky hranol

N =
=

4

Obr. 12: Sablény pre pracu s 3D perom: siet” trojbo-
kého hranola a sdradnicova ststava s mriezkou.

Dal3ou navrhnutou pomdckou je priestorové pra-
vitko konstruované pre potreby linearneho vedenia
3D pera. Pri ndvrhu sa kladol doraz na vlastnosti po-
vrchu a pruZznost’ materidlu s ciel om umoznit’ efek-
tivne oddelenie stuhnutého materidlu a zabezpecit’
dlhsiu Zivotnost’ pomdcky v edukacnom procese.

Postup konStrukcie s vyuZzitim 3D pera pozostdva
z nasledujuicich krokov.

1. Nazalaminovanu $ablénu z obr. [I2]vI'avo vytvo-
rime pomocou 3D pera jednotlivé hrany (resp.
steny) trojbokého hranola. Po zatvrdnuti fila-
mentu ich zlipneme zo Sabldny a zlepime k sebe
pouZzitim 3D pera (stac¢i na konce hrdn naniest’
bodku filamentu a spojit’ odpovedajice si hrany
k sebe; perom mdZeme vyplnit' malé medzery
medzi hranami). Nasledne umiestnime trojboky
hranol do 3D kitu tak, aby stradnice bodov A, B
zodpovedali zadaniu (obr.[I3]a)).

Tento krok pokryva kroky 1 azZ 8 v uvedenom
beZznom postupe konStrukcie v Mongeovom zo-
brazeni.

2. V 3D kite ndjdeme body XY, ktoré tvoria prvi
stopu roviny. Nésledne k nim priloZime pravitko
a 3D perom popri pravitku zhotovime na Sab-
16nu priamku predstavujicu prvi stopu roviny
p%* = XY. Po stvrdnuti filamentu pravitko odle-

pime. Konstrukcia je ukdzand na obr. [I3|a).

Tento krok zodpovedd kroku 9 v beZnom po-
stupe konstrukcie v nakresni.

3. Pomocou pravitka a 3D pera predizime hrany
spodnej podstavy CA a CB tak, aby pretli prva
stopu roviny v samodruznych bodoch CB N
p*={1=1% aCAnNp*={2=2%}, ako na

obr.[T13]b).

4. Vyuzijeme perspektivnu afinitu PA(p*,B,B%)
medzi dvomi rezmi tej istej hranolovej plochy.

PriloZime pravitko k bodom B%* 1% a 3D perom
na okraj pravitka nanesieme priamku tak, aby
filament prechddzal oboma bodmi. Na hranole
tak ziskame bod roviny o nasledovne: B*1% N
CC' = C% (obr. c)). Po zatvrdnuti filamentu
pravitko odstranime.

Rovnako skon$truujeme obraz bodu PA(A) =

A% (obr. [13[d)).

Predchddzajice dva kroky pokryvaji kroky 10
az 12 v uvedenom beZnom postupe konstrukcie
v Mongeovom zobrazeni.

6 Vysledky a diskusia

Zhotovena konStrukcia rovinného rezu trojbokého
hranola umoZiiuje bezprostredné porovnanie jednot-
livych pohl’adov na scénu s ich priemetmi v ndkresni.
Pohl'ad zhora je v tomto usporiadani ekvivalentny
s pddorysom pouZzivanym v Standardnej konStrukcii
(obr. [T4). Pohl'ad na scénu spredu tieZ kore$ponduje
s narysom ziskanym Standardnym konStrukénym po-
stupom. Narys ako taky by bolo mozné analogicky
zachytit’ fotograficky a nasledne porovnat’.

Pri analyze vysledkov sa ukdzalo, Ze pre lepSiu
demonsStriciu rezovej roviny by bolo v buddcnosti
vhodné upravit’ parametre trojbokého hranola (napr.
sklon bo¢nych hrdn alebo polohu rezovej roviny).



Obr. 13: Postup konStrukcie rovinného rezu hranola s vyuZitim perspektivnej afinity v trojrozmernom priestore.

Ciel'om tejto Upravy je dosiahnut’ vysSiu mieru na-
zornosti v naryse v nédkresni, kde pri sicasnom na-
staveni dochadza k miernemu vizudlnemu prekrytiu
dodlezitych elementov rezu.

Na rozdiel od klasického rysovania, ktoré vedie
k statickému dvojrozmernému obrazu, s ktorym uz
nie je mozné d’alej manipulovat’, poskytuje 3D kon-
Strukcia moZnost’ aktivnej prace s modelom. Model
je moZné otacat’, menit’ uhol pohl’adu, sledovat’ vza-
jomné polohy prvkov z réznych perspektiv a bez-
prostredne prepdjat’ trojrozmernd situdciu s jej ro-
vinnymi priemetmi. Takyto pristup podporuje rozvoj
priestorovej predstavivosti, umoziuje lepsie pocho-
penie vzt'ahov medzi objektom a jeho zobrazeniami
a zdroven zapdja viaceré zmysly, najmi zrak a hmat.

Vyznamnym didaktickym prinosom je aj zapoje-
nie pohybu a gest pri samotnej konstrukcii. Pri uréo-

vani polohy bodov a ich priemetov Student aktivne
pracuje rukami v priestore, ¢im si vytvéra prepojenie
medzi motorickou ¢innost'ou a geometrickym obsa-
hom. Tento proces je v sulade s konStruktivistickym
pristupom k uceniu — Student si poznatky neosvojuje
pasivne, ale aktivne ich konStruuje na zdklade vlast-
nej ¢innosti, skimania a overovania. Takto nadobud-
nuté poznanie byva hlbSie a trvicnejsie.

7 Zaver

Vyuzitie 3D pera umoziuje prepojit’ tradicné kon-
Strukéné postupy v Mongeovom zobrazeni s pries-
torovou predstavou Studentov. Navrhnuty pristup
umoziuje realizovat’ konstrukciu priamo v priestore
a nasledne ju porovnat’ s jej klasickym zobrazenim



Obr. 14: Na obrazku hore je pohl'ad zhora na scénu
vytvorend pomocou 3D pera, pod fiou sa nachddza
pddorys narysovany klasickou metédou. Studenti si
mdZu porovnat’ obe zobrazenia a overit’, ¢i sa zho-
duju.

v nékresni. Hoci pri préci s 3D perom vznikaji ur-
¢ité nepresnosti, tieto neovplyviiuji pochopenie za-
kladnych geometrickych principov. Priestorové kon-
Strukcia zdroven zlepSuje ndzornost’ a podporuje roz-
voj geometrickej predstavivosti. V budidcnosti mdze
byt tento pristup efektivnym doplnkom tradi¢nej vy-
ucby deskriptivnej geometrie.

V d’alSom vyskume planujeme overit’ efektivnost’
navrhnutej metédy vo vyucovacej praxi, najmid na
strednych odbornych Skol4ch (napr. stavebna priemy-
slovka), kde ma deskriptivna geometria vyznamné
zastipenie. Zirovenn chceme implementovat’ tento

pristup do pripravy budicich ucitel’ ov matematiky v
ramci predmetu Geometria (3) a skimat’ jeho didak-
ticky prinos.

Do buditicnosti by bolo vhodné realizovat’ aj kvan-
titativny a kvalitativny vyskum zamerany na porov-
nanie tejto metdédy s tradiCnymi pristupmi, napri-
klad z hl'adiska porozumenia, retencie poznatkov a
rozvoja priestorovej predstavivosti. Dalej planujeme
optimalizovat’ technické aspekty pomdcok, napri-
klad presnost’ konsStrukcie alebo vhodnost’ materia-
lov. Perspektivne sa javi aj prepojenie tejto metddy
s digitdlnymi technoldgiami, ako je 3D modelovanie
alebo roz8irend realita. V neposlednom rade by bolo
prinosné preskimat’ moznosti vyuZitia tejto metddy
pri inkluzivnom vzdeldvani, najmi u Ziakov so zra-
kovym znevyhodnenim.
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